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Refleksja a posteriori - mato znana w nauczaniu
stochastyki forma aktywnosci matematycznej

Pe3tome. PaboTa cogep>kuT Habop MpUMEPOB HEOXKUAAHHBLIX (HaKTOB,
OTKPbITbIX B CTATUCTUYECKUX (8 3HAUUT, IMMUPUYHECKNX) AaHHBIX U Npes-
JIO>KEHUSA MO NX NCMOMb30BaHUIO AN aKTUBU3aUUM MaTeMaTUyecKon ae-
ATENIbHOCTU Ha YPOKax CTOXaCTUKM U Ha 3aHATUAX CO CTydeHTamMu. Peyb
ngeT o QopMyIMPOBKE MaremMaTU4HeCcKMX 3a4a4, peLleHve KOTopbIX ABs-
eTcs 06bsACHEHVEM CcpeAcTBaMM MaTeMaTUKW YNOMSHYTbIX HeoXXuaaH-
HbIX 3MMNUPUNYHECKUX 3aKOHOMEPHOCTEN, a 3HaunT, 06 opraHusauunmn pe-
hnekcmn anoctepuopn. OpraHmsaums npoueayp, CBA3aHHbIX C 3TOMN
pedrieKcueit, paccMaTpuBaeTcs Kak crneuydmyeckasa (ansa cToxXacTuKu)
MaTemMaTmnyeckas gesdTeslbHOCTb. PUCYHOK siBNsieTCca Npy peLleHnn sTnx
npo6sieM yao6HbIM CPeAcTBOM MaTemMaTmsaumn 1 aprymMmeHTaumm.

PaboTa kacaeTcsa 0cO60ro NoaxoAa K LUKOSIbHOM CTOXacTUKe, KOTO-
pbli OCHOBbLIBAETCA Ha OnpedesieHHOM B3r/iS4e Ha MartemMaTuky, Ha ee
06y4eHMe N Ha Posib yUUTESIS B 3TOM 00y4eHNU. B KOHTEKCTe 06yYeHus,
MaTemMaTmKa MoHMMaeTCHa Kak creuydmyeckas NHTeneKTyasibHas ges-
Te/IbHOCTb, OByYeHMe MaTeEMAaTUKe - KaK CTaHOB/IEHVIE N OTKPbITYE HOBbIX
3HaHWI. YumnTesb ABNSAETCA YMHbIM NOMOLLHMKOM CTPOUTENS 1 OOHOBpPe-
MeHHO ABNSeTCS ,,MHCMEKTOPOM-HaACMOTPLUMKOM 3a pabotamun”. B gaH-
HOV CUTyauun OH npeg/iaraeT YY4eHUKY aMnpuyeckue iakTbl, KOTopble
HaBOAAT Ha pa3MbILLIEHVS], 3aCTaB/ISAlOT ero 3agymMaTtbes 1, TakMm obpa-
30M, MHCAVPUPYIOT MaTeMaTUYeCKoe MbliLLIEHVE. SMNpUYecKe aHHbIe
ABNAIOTCA UCTOYHMKOM 334a4 Mo Teopyv BEPOSTHOCTEN.

Wprowadzenie

Jednym z aktualnych zagadnien dydaktyki matematyki jest wypracowanie
form i tresci prezentacji, kontroli oraz oceny wiedzy z rachunku prawdopo-
dobienstwa i statystyki matematycznej. Dotyczy ono tym samym formy i
problematyki zadan z rachunku prawdopodobienstwa, ich inspirowania i mo-
tywowania wysitku zwigzanego z ich formutowaniem, atakowaniem i rozwia-
zywaniem.
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Mozna moéwic¢ o trzech rodzajach sytuacji inspirujgcych formutowanie ma-
tematycznego zadania przez samego ucznia i motywujacych rachunki zwigzane
z prawdopodobienstwem, rozktadem zmiennej losowej i jej momentami, ze sto-
chastyczna niezaleznoscia:

— pozamatematyczna sytuacja i kreowany przez nig sensowny problem,
ktorego rozwigzywanie jest ilustracjg procesu stosowania matematyki, a
wiec ukazuje pojecia stochastyczne jako narzedzia rozwigzywania kon-
kretnych probleméw (prawdopodobienstwo jako ocena pewnego ryzyka,
wartos¢ oczekiwana jako narzedzie oceny oczekiwanych zyskéw w grze
hazardowej, badz jako narzedzie wylaniania optymalnych decyzji itd.,
por. [15], [17]),

— zaskakujace rozbieznosci pomiedzy wnioskami, jakie podsuwa nam in-
tuicja, a tymi, jakie wynikaja z rachunkéw i dedukcji w odpowiedniej
przestrzeni probabilistycznej (chodzi o tzw. stochastyczne paradoksy,
por. [15], [16]),

— nieoczekiwane fakty empiryczne ujawnione przez dane statystyczne.

Niniejsze rozwazania sg propozycja wykorzystania tych trzecich sytuacji
zaréwno do ksztatcenia stochastycznego, jak i do matematycznej aktywizacji
ucznia. Organizacja refleksji a posteriori, o jakg tu chodzi, obejmuje wniosko-
wania zaréwno probabilistyczne, jak i statystyczne (idee estymacji i weryfikacji
hipotez). W pracy mowa jest zatem o matematycznych zadaniach kreowanych
przez dane empiryczne oraz pytania:

— Dlaczego tak niespodziewanie czesto? Dlaczego tak bardzo rzadko?
— Dlaczego tak szybko? Dlaczego tak wolno?
— Dlaczego tak symetrycznie? Dlaczego tak zaskakujgco asymetrycznie?

Mowa tu o faktach ujawnionych w danych statystycznych, ktére to fakty
przecza niejako zdrowemu rozsadkowi, mowa o wiasnosciach proébki, ktore
zdaja sie pozostawaé w sprzecznosci z tym, co sugeruje nam intuicja. For-
mutowanie matematycznego zadania, ktérego rozwigzywanie staje sie zarazem
uzasadnianiem na gruncie rachunku prawdopodobienstwa tych zaskakujgcych
cech probki, nalezy do szczegélnych form matematycznej aktywizacji ucznia
w nauczaniu rachunku prawdopodobienstwa.

Praca prezentuje i teoretycznie uzasadnia propozycje nauczania elementéw

stochastyki w cyklu: sytuacja problemowa — intuicyjna hipoteza (na
ogo6t btedna) — eksperyment i dane statystyczne — zdziwienie wy-
nikiem pozostajagcym w sprzecznos$ci z hipotezg — matematyczna

analiza uzasadniajgca teze zasugerowang przez dane empiryczne i
uzasadniajgca zrédta btednych intuicji.
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Jedng z bardziej znanych sytuacji wspomnianego typu jest stosunkowo
czeste trafianie sie w gronie zaledwie dwudziestu kilku oséb co najmniej dwu
obchodzacych wspélnie urodziny (w prawie potowie klas sg tacy uczniowie).
W grupie 50 os6b prawie zawsze sg takie dwie osoby, cho¢ kazdemu wydaje sie
to nad wyraz mato prawdopodobne. Prdéba wyjasniania tego faktu prowadzi
do sformutowania zadania na obliczanie prawdopodobienstwa.

Niniejsze rozwazania dotycza propozycji kreowania (i motywowania) za-
dan z rachunku prawdopodobienistwa porzez zadume nad pewnymi faktami
empirycznymi. Nie chodzi tu o gotowe zadanie oblicz prawdopodobienstwo. ..,
a nastepnie o ewentualne odniesienie rezultatow tych rachunkéw do rzeczywi-
stosci (faza interpretacji). Pierwszy etap tworzenia matematycznego zadania
to we wspomnianej propozycji zbieranie i opracowywanie danych statystycz-
nych, ktére ujawniajg pewien (na ogol zaskakujacy) fakt. Skoro jest on faktem
niespodziewanym, rodzi sie che¢ jego wyjasnienia na gruncie matematyki. Tak
powstaje problem przekiadu pozamatematycznego zagadnienia na jezyk ma-
tematyki, jego opis w kategoriach matematycznych i budowanie dla sytuacii,
ktérej on dotyczy, matematycznego modelu (faza matematyzacji).

Grupa K os6b, to jakby rezultat fc-krotnego losowania ze zwracaniem kuli
z urny o 365 ponumerowanych kulach (to dni rokul). Kolejno wyciggana kula
to dzien urodzin kolejnej osoby. W zadaniu, ktére rodzi sie w tym kontekscie,
chodzi o dyskusje, jak w zaleznosci od k zmienia sie prawdopodobierstwo
zdarzenia Ak = {ta sama kula zostanie wylosowana co najmniej dwa razy}.
tatwo wykaza¢, ze

,  365-364-363 .......... (365 — (k + 1))
p{Ak) = 1 365 '

Jest zatem: P (J130) ~ 0,706, P(A50) ~ 0,970.

Zdarzenie, ktérego prawdopodobienstwo jest wieksze od 0,95, uznaje sie we wnio-
skowaniach stochastycznych za praktycznie pewne. W zapelnionym do ostatniego
miejsca autobusie PKS, praktycznie na pewno sg co najmniej dwie osoby obchodzace
wspolnie urodziny. Ten wniosek stanowi faze interpretacji, jako ostatni etap rozwia-
zZywania pewnego pozamatematyczengo problemu.

Matematyczne zadanie (oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia... ) zostato
zainspirowane pewnym faktem empirycznym. Rozwigzanie zadania stato sie
zarazem wyjasnieniem na gruncie rachunku prawdopodobienstwa tego zaska-
kujgcego faktu.

1 Zakladamy tu, ze rok ma 365 dni i ze dla kazdej z przypadkowo spotkanych oséb kazdy
z tych dni jest jednakowo mozliwy jako dzien, w ktérym ta osoba obchodzi urodziny. Jest to
pewne uproszczenie nie wypaczajgce w istotny sposéb rzeczywistosci, dla ktdrej tworzymy
w ten sposéb matematyczny model.
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Szkolne ujecia rachunku prawdopodobienstwa rzadko odwotujg sie do tego
typu aktywnosci matematycznej. W zasadzie jedyny znany z dydaktycznych
propozycji jest przykiad ,,wyscigow” pionkéw po jedenastu torach (oznaczo-
nych liczbami od 2 do 12), w trakcie powtarzania rzutu dwiema kostkami. Po
kazdym rzucie o jedno pole w kierunku mety przesuwany jest pionek na to-
rze odpowiadajacym sumie wyrzuconych oczek. Pionek na torze 7 posuwa sie
szybko, pionki na polach 2 i 12 bardzo wolno. Ten fakt rodzi pytanie, dlaczego
tak sie dzieje ([22], [3], str. 183).

Podobne formy matematycznej aktywnosci towarzysza:

— obserwacji wynikow kolejnych losowann numeréw w totolotku (w prawie
potowie duzej liczby takich losowan sg wsréd szesciu wylosowanych liczb
dwie kolejne, por. [5], str. 116 oraz [15], str. 101-102),

— analizie rozktadu duzej liczby kul w przegrodach na desce Galtona (wy-
razne symetrie w rozktadzie tych liczb, por. [16], str. 23-dyw24).

— analizie rozktadu liczb wyrzuconych reszek w wielokrotnym powtarzaniu
rzutu m jednakowymi monetami (wyrazne symetrie histogramu beda-
cego ikoniczng forma prezentacji danych statystycznych).

1. Dane statystyczne jako stadium myslenia matematycznego.
Schemat symulacyjny panmiksji

W proponowanych w tej pracy sytuacjach dane statystyczne kreuja mate-
matyczne myslenie, ich analizowanie staje sie stadium myslenia matematycz-
nego. Dane te inspiruja bowiem zadania, dajace sie sformutowac¢ w jezyku
matematyki. Ich formutowanie i rozwigzywanie (w tym dobér narzedzi mate-
matyzacji i argumentacji) jest szeroko rozumiang dziatalnoscig matematyczna,
majgcg w tym kontekscie silne motywacje.

Rozwazmy dwie urny: Um i UO0. W kazdej jest 25 identycznych w dotyku
krazkow, 16 krazkéw z obu stron czarnych, 8 krgzkéw z jednej strony biatych z
drugiej czarnych ijeden krazek z obu stron bialy. Z kazdej urny losujemy jeden
krazek i szybkim ruchem kiadziemy na stét. Gdyby teraz oba krazki zlepi¢
stronami, ktorymi leza na stole, to powstatlby nowy krazek. Ten krazek jest
wynikiem pewnego doswiadczenia losowego. Nie zlepiajmy krazkéw, a jedynie
zarejestrujmy, jakiego typu jest tak uksztattowany krgzek. Wylosowane krazki
zwroémy do urn.

Oznaczajmy czarny kolor literg A, bialy — literg a. Przez AA, Aa, aa
oznaczajmy odpowiednio: krazek czarno-czarny, czarno-biaty i biato-biaty.
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Powtarzajmy wiele razy opisane doswiadczenie losowe i tak gromadzone
dane statystyczne opracujmy w tabeli. Po wykonaniu doswiadczenia postaw-
my kreske w wierszu odpowiadajgcym typowi uzyskanego krgzka. Dane sta-
tystyczne o gromadzeniu i opracowywaniu ktorych tu mowa, stanowig probke.
Kazda z urn Um i Uo jest populacja.

Oto protokdt z gromadzenia danych statystycznych w pietnastoosobowej
grupie studentow (kazdy powtorzyt doswiadczenie 30 razy):

suma

AA 18 21 21 21 18 20 19 20 19 21 20 17 17 24 18 294
Aa 11 9 8 9 12 9 10 9 10 8 10 11 12 6 11 145
aa 1 o 1 0 0 1 1 1 1 1 O 2 1 o0 1 11

Czestosci pojawiania sie odpowiednich krazkéw w 450 powtdrzeniach do-
Swiadczenia sg nastepujace:

294

145
fas0(AA) - 250 © 0,65, /450~0) = sto - 0- 32, /4900 = i 0, 02.

11

450
Poréwnajmy czestosci poszczegolnych typow krazkéw w prébce z ich frak-

cjami w urnie (z prawdopodobienstwami ich wylosowania z urny). Mamy tu:

P(AA) = A~ = ° 64, p(Aa) = ~ = 0,32, p{AA) = ~ = 0, 04.

Zgodno$¢ pomiedzy czestosciami w prébce, a frakcjami w populacji (praw-
dopodobienstwami) jest zaskakujaca. Jak wyjasni¢ ten zaskakujgcy fakt em-
piryczny? | co z tego faktu wynika?

Pierwsze pytanie dotyczy organizacji matematycznymi srodkami refleksji
a posteriori. Pytanie drugie odnosi sie do organizacji fazy interpretacji.

Odpowiedz na pierwsze pytanie wymaga konstrukcji przestrzeni probabi-
listycznej jako modelu opisanego doswiadczenia losowego.

Rozwazmy zdarzenia zwigzane ze wspomnianym losowym konstytuowa-
niem sie krazka:
A = {krazek bedzie typu AA},
B — {krazek bedzie typu Aa),
C = {krazek bedzie typu aa}.

Nietrudno sprawdzi¢, ze w przestrzeni probabilistycznej tego doswiadcze-
nia (mozna jg konstruowaé¢ za pomocg drzewa stochastycznego) jest:
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Rozwigzanie tego probabilistycznego zadania jest zarazem wyjasnieniem
na gruncie matematyki owego empirycznego faktu odkrytego w praébce.

Tradycyjne zadanie dotyczyloby obliczania prawdopodobienstwa, ze uksztatto-
wany w opisany sposob krazek bedzie danego typu. Droga do tego zadania zapropo-
nowana wyzej inspiruje inne formy matematycznej aktywnosci, pekni tez inng role w
ksztatceniu stochastycznym.

Problem losowania probki rodzi teraz pytanie, jak usprawni¢ procedury zwigzane
z tym losowaniem. Jak te dane gromadzi¢ np. za pomoca tablic liczb losowych? Po-
jawia sie wiec w tym kontekscie specyficzne dla stochastyki matematyczne zadanie.
Chodzi o konstrukcje schematu symulacyjnego, a wiec o okreslenie doswiadczenia loso-
wego o izomorficznym modelu probabilistycznym jak model do$wiadczenia z krgzkami,
ale przeprowadzanego za pomoca generatora tablic liczb losowych dziesietnych jedno-
rodnych (np. urny z dziesiecioma kulami o numerach: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). Zadan tego
typu nie proponuje sie aktualnie w szkolnych ujeciach rachunku prawdopodobienstwa.

Konstrukcja schematu symulacyjnego oparta na liczbach losowych sugeruje ko-
lejng forme symulacji opartej na komputerze. Ten ostatni szybko gromadzi i porzad-
kuje dane statystyczne, ukazujac w formie histogramu odkryte wyzej prawidtowosci.

Opisane doswiadczenie losowe z krazkami jest schematem symulacyjnym
losowego kojarzenia osobnikéw, zwanego panmiksjg ([11], str. 52). Czarna
strona krazka oznacza gen A, strona biata — gen a. Sam krazek reprezentuje
genotyp osobnika2. Urna Um jest w tej interpretacji populacja matek, urna
Uo — populacjg ojcéw. Powstaty w opisanym doswiadczeniu krazek — to
genotyp potomka dwu rodzicow losowo dobranych do kojarzenia. Proébka,
ktorg opracowano w tabeli, jest jakby populacja potomkdéw. Doswiadczenie z
kragzkami symuluje panmiksje, jest ono schematem symulacyjnym panmiksji.

Powtarzajac wiele razy konstytuowanie sie genotypu potomka zauwazy-
lisSmy, ze czestosci (frekwencje) poszczegdlnych genotypéw w populacji po-
tomkow sg bardzo zblizone do frakcji tych genotypdéw w populacji rodzicéw.
Poréwnujac te frekwencje w probce z odpowiednimi frakcjami w populacji ro-
dzicéw, odkryliSmy niejako to, co przed wiekiem odkry} na swoich poletkach
Grzegorz Mendel. Zgodnos$¢ wspomnianych frekwencji i frakcji jest trescig
tzw. prawa Hardy’ego-Weinberga ([11], str. 53). Zaproponowane procedury
umozliwity niejako odkrywanie przez ucznia tego prawa, ktore przed wiekiem
zauwazyt hodowca, ale uzasadnit p6zniej (i to na gruncie rachunku prawdo-
podobienstwa) matematyk.

2 geny A i a tworza pare alleli i sg nosnikami okreslonej cechy dziedziczonej zgodnie z
prawami Mendla (por. [16], str. 334-337)
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2. Dane statystyczne a wytanianie optymalnych decyzji

Wyjdzmy od prostej gry, w ktérej rekwizytem sg trzy wspomniane wy-
zej krazki: czarno-czarny, czarno-biaty i biato-biaty. Z zestawu tych trzech
krazkow losuje sie jeden i szybkim ruchem kiladzie na stét. Gracz, znajac ko-
lor widocznej strony lezgcego na stole krgzka, odgaduje jakiego koloru jest ta
strona, na ktorej krazek lezy. Jesli trafi, to zdobywa punkt (por. [5], str. 91).

Na tle opisanej gry dwa kolory i trzy krazki pojawia sie pytanie: czy mozna
w jej kontekscie moéwic¢ o jakiej$ racjonalnej strategii. Przez taka nalezy rozu-
miec strategie, przy ktorej szanse uzyskania punktu sg maksymalne. Chodzi
w istocie o rozstrzyganie, czy informacja o tym, jaka jest widoczna strona
krazka, wptywa na prawdopodobienstwo ze strona, na ktorej krazek lezy, jest
takiego lub innego koloru.

Wydaje sie, ze takiej strategii nie ma. Z pewnych symetrii (tyle samo Scia-
nek biatych co i czarnych, réwne szanse kazdego krazka przy losowaniu, réwne
szanse kazdej ze stron przy losowaniu tej, ktdra stanie sie strong widoczng)
zdaje sie wynika¢, iz — niezaleznie od koloru widocznej strony lezgcego krazka
— zdarzenia:

B — {krazek Jezy na stronie biatej} i C = {krazek lezy na stronie czarnej}

sg jednakowo prawdopodobne, a wiec, ze gra nie jest strategiczno-losowa.

Gre mozna wykorzystac do ilustracji procesu podejmowania decyzji w wa-
runkach ryzyka ([18]). Optymalna decyzje mozna wytania¢ na drodze staty-
stycznej. Organizacja refleksji a posteriori staje sie uzasadnianiem na gruncie
matematyki wiarygodnosci tej drogi. Grajacy stawia niejako na kolor niewi-
docznej strony krgzka. Rozwazmy decyzje:

d+: stawiam na ten kolor, jaki ma widoczna strona krazka,
d_: stawiam na kolor przeciwny,
do! stawiam na kolor wybrany ,,na chybit trafit”.

Zbior V. = {d+, d_, do} jest tzw. zbiorem dopuszczalnych decyzji. Problem
dotyczy rozstrzygniecia, czy wsréd decyzji d+, d- i dojest decyzja optymalna.
Wspomniane symetrie sugeruja negatywng odpowiedz na takie pytanie.
Odwotajmy sie do danych statystycznych. Powtdrzmy losowanie krazka i
jego strony3 wiele razy. Zat6zmy, ze w grze biorg udziat gracze: G +,G _ i Go-
Gracz G + stale obstawia ten kolor, jaki ma widoczna strona lezacego krazka,
gracz G _ stale obstawia kolor ,,przeciwny” do koloru widocznej strony krazka,

3wylosowana strona to widoczna strona lezacego na stole krazka
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gracz Go przed podjeciem decyzji rzuca monetg i gdy wypadnie orzet stawia
na kolor biaty, gdy reszka — to na kolor czarny.

Rejestrujmy, jak czesto zdobywa punkt kazdy z graczy. Kolumny tabeli
odpowiadaja kolejnym losowaniom krazka. Po kazdym losowaniu postawmy
znak ,,+” w wierszu odpowiadajacym decyzji, przy ktérej gracz zdobyt punkt.

d+ + + 0+ + o+ o+ + o+ + o+ o+ + o+ o+ + 0+ 4+ + o+

Dane statystyczne ujawniajg ciekawy fakt. Gracz Go zdobyt punkt w okoto
potowie gier. Gracz G+, ktéry typuje zgodnie z decyzjg d+, zdobywat punkt
prawie dwa razy czesciej niz gracz G -, ktory typuje zgodnie z decyzjg d_.
Istotne réznice w tych czestosciach dajg podstawy do zakwestionowania wnio-
sku, jaki podsuwata nam intuicja.

Pytanie, jak ten fakt uzasadni¢, dotyczy organizacji refleksji a posteriori, a
wiec sformutowania i rozwigzania pewnego zadania matematycznego. Oto trzy
propozycje organizacji tej refleksji a posteriori. Kazda wnosi do ksztatcenia
stochastycznego inne tresci.

1° Gracz stawiajgcy na kolor widocznej strony (decyzja d+) zdobedzie
punkt, ilekro¢ wylosowany krazek bedzie z obu stron tego samego koloru.
Punkt zdobedzie gracz stawiajgacy na kolor ,przeciwny” ilekro¢ wylosowany
krazek bedzie ,réznokolorowy”. Z trzech krazkéw dwa sa ,jednokolorowe”
i jeden ,réznokolorowy”, a wiec prawdopodobienstwo zdobycia punktu przy
decyzji d |, jest réwne prawdopodobienstwo zdobycia punktu przy decyzji
d_ jest réwne

2° W decyzjach graczy G+ i G - jest uwzgledniana informacja o kolorze
widocznej strony lezacego krgzka. Gracz Ggq nie uwzglednia w swej decyzji
tej informacji. To tak, jakby uznal, ze owa informacja nie ma wptywu na
prawdopodobienstwo takiego lub innego koloru niewidocznej strony krazka.
Wezmy pod uwage zdarzenia:

B w — {widoczna strona, krazka jest biata},

Cw = {widoczna strona krazka jest czarna}.

Decyzja do oparta jest niejako na sadzie, ze:

P(C\CW = P(C\BW= P(C) =i P(B\CW= P(B\BW= P(B) = |
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W wyjasnianiu, dlaczego gracz G+ zdobywat punkt prawie dwa razy czes-
ciej niz gracz G -, mozna bra¢ pod uwage te prawdopodobienstwa warunkowe,
wykazujac, ze:

P(C\CW = P(B\BW = 1 oraz P{C\BW = P{B\CW = ~

a wiec, ze informacja o tym, jaki jest kolor widocznej strony krazka wptywa
na szanse poszczego6lnych koloréw strony niewidocznej. Zdarzenia C i Cw, C
i Bw, B i Bworaz B i Cw nie sa, jak sie wydawato, stochastycznie niezalezne.

3° W uzasadnieniu na gruncie matematyki odkrytych faktéw empirycznych
(przy decyzji d+ zdobywa sie punkt dwa razy czesciej niz przy decyzji cL, przy
decyzji do punkt uzyskuje sie w prawie potowie duzej liczby gier) odwotajmy
sie do stochastycznego modelu procesu podejmowania decyzji ([18], [16]). Cho-
dzi o okreslenie dla kazdej decyzji oczekiwanej korzysci. Decyzja optymalng
jest ta, ktérej odpowiada maksymalna srednia korzys¢ (zasada maksymalizacji
spodziewanych korzysci, por. [18], str. 18). W tym celu nalezy ustali¢ zbior
stanéw Swiata zewnetrznego. Korzys$¢ odpowiadajgca danej decyzji jest funk-
cja okreslong na zbiorze tych stanéw. Te sg wynikami pewnego dos$wiadczenia
losowego, zatem owa funkcja korzysci jest zmienng losowa.

W przypadku decyzji d+ i d_ doswiadczeniem losowym (ktdérego wyniki
sa stanami Swiata zewnetrznego) jest losowanie krazka, a nastepnie losowanie
jednej z dwu jego stron (czyli jakby rzut tym krazkiem). Oznaczajmy krazki:

— 2z obu stron biaty przez bb,
— z obu stron czarny przez cc,

— 2z jednej strony biaty z jednej czarny przez bc.

Wynik doswiadczenia losowego przebiegajacego etapami kodujmy ciggiem
wynikoéw kolejnych etapow. Para (bc,c) oznacza wynik: wylosowany krazek
jest biato-czarny i widoczna jego strona jest czarna. Jesli gracz podejmie de-
cyzje d+ i nastepnie wynikiem tego doswiadczenia bedzie (bc,c), to gracz nie
uzyska punktu. Powiemy, ze decyzji <f+ i stanowi $wiata zewnetrznego (bc,c)
odpowiada korzys¢ réwna 0.

Niech W+ {W-) oznacza korzys¢ odpowiadajaca decyzji d+ (d_).

Ponizsza tabela prezentuje tzw. stochastyczny model procesu decyzyjnego
dla decyzji d+ id_.

p{) -> : : : !
di u-—y (bb.b) (bcb) (bcc) (cc.c) i E(W))
d+ 1 0 0 1

m +)=i

d. 0 1 1 0 E(W-) = \
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W przypadku decyzji do oprécz losowania krazka i jego strony wchodzi
jeszcze w rachube losowanie obstawianego koloru. PrzyjeliSmy, ze rozstrzyga
to rzut monetag (jesli wypadnie orzet, to stawiam na kolor biaty, jesli reszka
— to na kolor czarny). Zbioér stanéw i rozklad prawdopodobienstwa na tym
zbiorze zalezg od decyzji. Dla tej decyzji tabela ma postac:

1 1 1 1 1 1 1 1
pH 6 6 12 12 12 12 6 6

U  (bb,b,0) (bb.b.r) (bc,b,0) (be,b,r) (be,c,0) (be,c,r) (cc,c,0) (ccer) 1 E(Wo)
do 1 0 0 1 1 0 0 1  E(Wo) =i

Srednie korzysci sg maksymalne przy decyzji d+. Ta decyzja jest wiec
optymalna. Z dwu pozostatych decyzji d_ i do lepsza jest decyzja do- Decyzja
jest najgorsza.

3. Grafstochastyczny jako srodek organizacji refleksji a posteriori

Oznaczajmy przez Ub*c urne, w ktoérej jest b kul biatych i c czarnych. Roz-
wazmy prosta gre. Z urny f?2i losowane sa réwnoczeénie dwie kule. Jesli
wylosowane kule sg tego samego koloru (zdarzenie A) to zwycieza gracz Ga,
jesli kule sg réznych koloréw (zdarzenie B), to zwycieza gracz Gs « Latwo wy-
kazaé, ze gra nie jest sprawiedliwa (P(A) = | i P(B) — ]). Na pytanie, jaka
kule dotozy¢ do urny, biata, czy czarng, aby gra stata sie sprawiedliwg, zawsze
na zajeciach pada odpowiedz, ze czarng. Symetrie (tyle samo kul czarnych co
biatych) zdaja sie czyni¢ zdarzenia A i B jednakowo prawdopodobnymi (por.
[16], str. 298-301). Mozna tu mowi¢ o (sugerowanej przez intuicje) hipote-
zie H, ze przy réwnych ilosciach kul biatych i czarnych wspomniana gra jest
sprawiedliwa. Poddajmy te hipoteze weryfikacji metodami statystycznymi.
Powtdrzmy wiele razy losowanie dwu kul z urny £/2 2, rejestrujac za kazdym
razem, ktore ze zdarzen, A czy B, zachodzi. Dane statystyczne skianiajg do
zadumy. Zdarzenie B zachodzi bowiem prawie dwa razy czesciej niz zdarze-
nie A, co daje podstawy do zakwestionowania hipotezy H . ”Asymetrie” w
rozktadzie liczby powtdrzonych losowan pomiedzy zdarzenia A i B inspirujg
pytania: Dlaczego tak sie stato? Jak to wyttumaczy¢ na gruncie rachunku praw-
dopodobienstwa?

Z rysunku 1, ktéry prezentuje klasyczng przestrzen probabilistyczng (jako
model probabilistyczny dla losowania dwu kul z urny U2*) oraz zdarzenia A i
B w tej przestrzeni, wynika ze P(A) = | = | iP(B) = | = |. Wielkosci tych
prawdopodobienstw ttlumaczg, dlaczego zdarzenie B zachodzito dwa razy cze-
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sciej niz zdarzenie A. Rysunek jest w tej organizacji
refleksji a posteriori wygodnym s$rodkiem matema-
tyzacji i argumentacji.

Niech u bedzie prawdopodobienstwem sukcesu w
probie Bernoullego (0 < u < 1). Dwaj gracze Ga i
GB powtarzajg na przemian te probe tak diugo, az
zakonczy sie ona sukcesem i zwycieza ten, kto ten
sukces uzyska.
1° Czy mozna dobrac¢ u, przy ktérym opisana gra jest
sprawiedliwa? Wydaje sie, ze przy u = ” szanse graczy
sg rowne. Czy jest tak rzeczywiscie? Jak te hipoteze zweryfikowa¢ na podstawie
danych statystycznych?
2° Gracze rzucajg na przemian monetg a zwycieza ten, kto pierwszy wyrzuci reszke.
Jeden z graczy rozpoczyna gre. Czy to pierwszenstwo wpltywa na jego szanse zwy-
ciestwa? Ktérym z graczy chciatby$ by¢ w tej grze?

Tradycyjna reakcja na powyzsze (nietradycyjne) problemy — to rachunki,
a wiec obliczanie odpowiednich prawdopodobienstw (w modelu probabilistycz-
nym oczekiwania na pierwszy sukces) i formutowanie nastepnie odpowiedzi
(faza interpretacji).

Odwréémy nieco te kolejnosé. Atakowanie problemu 2° rozpocznijmy od
odwotania sie do rzeczywistosci. Chodzi¢ tu wiec bedzie o oparta na danych
statystycznych weryfikacje hipotezy, o ktérej mowa w 1°. Powtarzajmy oczeki-
wanie na wypadniecie reszki (sukces) wiele razy, rejestrujgc za kazdym razem,
kto z graczy zwyciezyt.

W klasie te dane mozna zbiera¢, badz rzucajac konkretng moneta, badz
symulujac ten rzut za pomocg tablic liczb losowych. Oto prébka uzyskana w
drodze symulacji opartej na liczbach losowych (cyfry parzyste interpretowano
jako ,orta”, cyfry nieparzyste — jako ,reszke”, cyfry czytano od poczatku
tablicy 2 w [16], str. 228):
r-or-r-r-oor-ooor-or-r-r-r-oooor-or-r-r-r-oooooooor-r-or- or-r-r-r-r-oor-r-or-
Oor-r-or-or-r-r-r-r-r-or-or-r-oooor-r-r-r-r-r-r-or-r-oooor-r-r- or-r-r-oooor-r-r-
r-r-oor-or-r-oor-r-r-r-oor-r-r-r-oor-r-r-or-r-ooor-r-r-or-or-or- 0or-or-oooor-r-
r-or-or-r-ooor-ooor-or-r-oor-r-r-or-r-r-r-or-or.

W stu wykonanych grach gracz, ktory miatl pierwszenstwo, zwyciezyt az 71
razy, jego przeciwnik tylko 29 razy. Dane empiryczne dajg podstawy do za-
kwestionowania pewnej hipotezy, a rownocze$nie inspirujg matematyczne my-
Slenie. Kreujg bowiem préby wyjasnienia (i to na gruncie matematyki) dla-
czego prawie dwa razy czesciej zwycieza gracz majacy prawo pierwszenstwa.
Zadanie matematyczne (oblicz prawdopodobienstwo... ) zostaje tu zainspiro-
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wane ciekawym faktem odkrytym w prébce i checig jego wytlumaczenia na
gruncie matematyki. | o takg aktywizujgcg matematycznie funkcje danych
empirycznych chodzi w tych rozwazaniach.

Graf z rys. 2 jest jakby plansza do opisanej gry. Na poczatku postawmy
pionek w wezle startowym s. Po kolejnym rzucie monetg przemieszczajmy
6w pionek wzdtuz krawedzi odpowiadajgcej uzyskanemu wynikowi rzutu. Do-
tarcie pionka w trakcie takiego symulowania przebiegu gry do wezia a jest
réwnoznaczne ze zwyciestwem gracza, ktéry mial pierwszenstwo. Jesli przez
x oznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze zwyciezy 6w gracz, to z grafu wynika
réwnanie:

a zatem x = | (formalnie wzér ten wynika z tzw. reguty pochtaniania dla gra-
féow z niepustym brzegiem (por. [4] i [16], str. 164). Ten rezultat rachunkéw
ttumaczy, dlaczego gracz, ktéry miatl prawo do pierwszego rzutu, zwyciezat
prawie dwa razy czesciej niz jego przeciwnik. W opisanej sytuacji graf stocha-
styczny jest narzedziem nie tylko rachunkoéw, ale czegos szerszego, a mianowicie
organizacji refleksji a posteriori.

rys. 2. graf stochastyczny jako plansza do gry z udziatem dwu graczy,
ktérzy rzucajgc na przemian monetg czekaja na reszke

Analogiczne problemy kreuje gra, w ktorej trzej gracze rzucaja w ustalo-
nej kolejnosci moneta dopoty, dopdki nie wypadnie reszka, a zwycieza ten, kto
te reszke wyrzuci. Chodzi o ocene szans kazdego z graczy opartg na danych
statystycznych, a przede wszystkim o refleksje a posteriori kreowang przez te
dane, w tym takze o $rodki jej organizacji (graf stochastyczny jako szczegolne
narzedzie argumentacji i rozumowania). Do oceny tych szans mozna wyko-
rzysta¢ te same dane statystyczne, ktére byly podstawg do oceny szans w
przypadku gry z udziatem dwu graczy.

Dane statystyczne inspiruja kolejng refleksje a dotyczacg czasu trwania
kazdej z tych gier, wymierzanego liczbg rzutobw monetg wykonanych w grze.
Rodzg sie kolejne pytania: — Dlaczego potrzeba tak niewielu rzutéw moneta,
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aby zwyciezca zostat wyloniony? Dlaczego kazda z gier konczy sie tak szybko?
Dlaczego s$redni czas trwania kazdej z dwu opisanych wyzej gier jest prawie
identyczny (chodzi tu o $rednie arytmetyczne czaséw trwania kazdej z tych gier
w duzej liczbie ich powtdrzen, a wiec o wartosci statystyk srednia z probki).

Czas trwania kazdej z powyzszych gier jest w istocie czasem oczekiwania
na wypadniecie reszki. Ostatnie pytanie dotyczy wartosci oczekiwanej zmien-
nej losowej T, ktéra kazdemu wynikowi oczekiwania na wypadnigcie reszki
przypisuje liczbe wykonanych rzutéw. Jest E(T) — 2, co wyjasnia, dlaczego
kazda z gier konczyta sie tak stosunkowo szybko.

4. Gry Penneya. Zaskakujace wtasnosci pewnej relacji — paradoks
zasugerowany przez probke

Kazdy wynik k-krotnego rzutu monetg jest A:-wyrazowg wariacja zbioru
{o, r}. Ten wynik jest pewna serig ortéw i reszek. Sposréd 2k mozliwych wy-
nikdw Ar-krotnego rzutu monetg dwaj gracze wybierajg sobie po jednym. Rzut
monetg powtarzany jest az do uzyskania serii wybranej przez graczy. Zwycieza
gracz, ktérego seria pojawi sie wczes$niej. Tego typu gry zaproponowal w r.
1969 Walter Penney ([9], str. 452). Nazywamy je grami Penneya.

Na pytanie, co sadzisz o szansach kazdego z graczy w grze Penneya, pada
na ogot odpowiedz, ze gra jest sprawiedliwa. Zdaja sie za tym przemawiac
rowne prawdopodobienstwa uzyskania kazdej z mozliwych serii w A:-krotnym
rzucie moneta.

Wezmy A;=3. Mamy 8 jednakowo prawdopodobnych wynikéw trzykrotnego
rzutu moneta: 000,00r,0ro0,0rr,roo,ror,rro,rrr. W grze uczestniczy dwu graczy
Ga i GBi kazdy wybiera sobie jeden z tych wynikéw (kazdy inny wynik). Rzut
monetg jest nastepnie powtarzany tak diugo, az trzy ostatnie rzuty dadzg
ktorys z wybranych wynikéw. Zwycieza gracz, ktérego wynikiem zakonczg sie
trzy ostatnie rzuty. Zalézmy, ze graczowi Ga zaproponowano pierwszenstwo
przy wyborze wyniku. Czy powinien on z niego skorzystac¢?

Niezaleznie od tego jakie wyniki wybiorg gracze, ich szanse w grze wydaja
sie rowne. W sposOb prawie oczywisty zdaje sie to wynika¢ z faktu, iz wy-
niki rozstrzygajace kto zwycieza sg jednakowo prawdopodobne. Taki wniosek
podsuwa nam intuicja.

Zatdézmy, ze gracz G a wybrat wynik ooo, gracz zas§ Gb ~~ wynik roo. Wnio-
sek, ze gra jest sprawiedliwa, jest pewng hipotezg. W celu jej zweryfikowania
odwotajmy sie do danych statystycznych. Mozna je w klasie szybko zebraé
w dwuosobowych zespotach (kazdy zespét powtarza gre np. 10 razy). Zgro-
madzmy te dane symulujac rzut monetg za pomoca liczb losowych. Czytajmy
cyfry znéw od poczatku tablicy 2 z [16] (str. 228). Mamy zatem nastepujaca
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prébke:

rorrroo-roo-ororrrroo-0ororrrroo-000-000-Frororrrrroo-
rrororrororrrrrrororroo-oorrrrrrrorroo-0oorrrorrroo-oorrrrroo-rorroo-
rrrroo-rroo-orrrorrroo-orrrorororororoo-00rrrororroo-oroo-ororroo-
rrrorrrrororoo-0oroo-rorrorroo-0orrroo-rororroo-rrroo-0roo-roo-
rrrrorrorororororroroo-rorororrrrroroo-rorooo-rooo-000-rrorroo-rrroo-orroroo-
Orrrrorroo-roo-rrrrroo-rroroo-0rorrororororroo-oorroo-rrorrroo-

Gre powtérzono 42 razy. Gracz G a zwyciezyt tylko 3 razy. Ta rdéznica w
czestosciach zwyciestw obu graczy wydaje sie na tyle istotna, ze pozwala za-
kwestionowac¢ hipoteze o sprawiedliwosci gry. Ale dane statystyczne sklaniaja
do refleksji nad tym, dlaczego gracz G a zwyciezat tak rzadko, gracz zas GB tak
czesto. Jak wytlumaczyé to na gruncie rachunku prawdopodobienstwa? Srod-
kiem matematyzacji i argumentacji, a wiec organizacji refleksji a posteriori,
moze by¢ w opisanej sytuacji graf stochastyczny z rysunku 3.

rys. 3. graf stochastyczny jako plansza do gry trzy orty pod rzad, albo dwa po
reszce

Symulujmy przebieg gry btadzeniem losowym pionka po grafie z rys. 3.
Zwyciestwo gracza GB jest rownoznaczne z dotarciem do wezita roo pionka
btadzgcego po grafie i startujgcego z wezta startowego s. Ten graf, jako plan-
sze do opisanej gry, mozna zredukowaé¢. Wystarczy zauwazy¢, ze ilekro¢ pio-
nek trafi do wezta r zwyciestwo gracza GB jest juz przesgdzone. Z tego wezia
droga do mety ooo0 jest zamknieta (a wiec zwyciestwo gracza Ga nie jest juz
mozliwe). Prawdopodobienstwo, ze zwyciezy G B jest rowne prawdopodobien-
stwu dotarcia z wezla startowego s do wezta r, a wiec wynosi: * | + 1. tj.
|. Jest to zarazem wyjasnienie, dlaczego jeden z graczy zwyciezat tak czesto,
drugi tak rzadko.

Fakt, ze ilekro¢ wypadnie, reszka rezultat gry jest juz przesadzony, niektorzy
studenci odkrywajg w trakcie zbierania danych statystycznych. Ta skonstatowana
prawidtowos$¢ empiryczna takze kreuje matematyczne myslenie. Juz w trakcie gro-
madzenia danych pojawia sie zatem argumentacja (... zeby po wyrzuceniu reszki mogt
zwyciezy¢ gracz G a trzeba aby trzy razy pod rzad wypadt orzet, ale gdy wypadnie drugi
raz orzet to juz sg dwa po reszce, co oznacza zwyciestwo gracza G B', zwyciestwo gracza
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Ga po wyrzuceniu reszki nie jest zatem mozliwe.)

Wynik roo mozna uwazac¢ za ,lepszy” od wyniku ooo. Wydaje sie zatem,
ze wsérod osmiu wynikow trzykrotnego rzutu monetg da sie wytoni¢ wynik
najlepszy, a scislej wynik nie gorszy od kazdego innego. O wynikajacym stad
paradoksie mowa jest szerzej w [15] (str. 218-223, por. takze [7]).

Z symetrii grafu stochastycznego wynika, ze gra jest sprawiedliwa, gdy
gracze wybiorg wyniki oro i roo. Te wyniki sg ,,jednakowo dobre” .

Zatézmy, ze Ga wybrat wynik oor, gracz Gb za$ wynik oro. Zbierajac
dane statystyczne odkryjemy, ze gracz Ga zwycieza prawie dwa razy czesciej
niz Ge m Dane te sugerujg hipoteze, ze wynik oor jest ,lepszy” od wyniku
oro. Weryfikacja tej hipotezy oparta na grafie stochastycznym jest zarazam
organizacja refleksji a posteriori.

Wynik oor jest ,lepszy” od wyniku oro a wynik oro jest ,,réwnie dobry”
jak wynik roo. Tu bez wahania kazdy odpowiada, ze wynik oor jest zatem
~lepszy” od wyniku roo. Przed weryfikacjg tego sadu na gruncie matema-
tyki (graf stochastyczny jako Srodek argumentacji) odwotajmy sie znéw do
danych statystycznych, ktére takze kreujg matematyczne myslenie (organiza-
cje refleksji a posteriori), ujawniaja bowiem zaskakujacy fakt: gracz, ktéremu
odpowiada wynik roo zwycieza prawie dwa razy czesciej niz jego przeciwnik,
ktéremu odpowiada wynik oor (sg podstawy, aby twierdzi¢, iz wynik roo jest
»~lepszy” niz wynik oor). Relacja ,,by¢ lepszym” nie jest wiec przechodnia. Te
osobliwg wiasnos¢ relacji mozna odkrywac¢ takze na drodze statystycznej.

Kolejne zagadnienie, jakie inspirujg ostatnie rozwazania, to wyjasnianie
powodéw odkrytego paradoksu. Srodkiem argumentacji jest tu pojecie prze-
strzeni probabilistycznej. Dla kazdych dwu ustalonych wynikéw ich ,jako-
Ssciowa ocena” rozstrzygana jest w innej przestrzeni probabilistycznej.

Do gier typu Penneya zalicza sie ogolniejsza wersje omawianej gry. Dwaj
gracze moga wybiera¢ roznej dtugosci serie ortow i reszek. Aby zwyciezca mogt
by¢ wytaniany jednoznacznie (por. sytuacje graczy, ktérzy wybrali serie: oro
i ro) i aby gra dawala kazdemu z graczy szanse na zwyciestwo (por. serie
ro i oror), jedna z tych serii nie moze ,zawierac¢ sie” w drugiej. Zaskakujace
wiasnosci serii roznych diugosci w kontekscie tego typu gry Penneya (chodzi
o relacje ,,by¢ lepszym” w zbiorze takich serii) a takze paradoksalne fakty
zwigzane ze $rednimi czasami czekania na kazda z serii oddzielnie i $rednim
czasem trwania gry Penneya z tymi seriami, mozna na zajeciach ze studentami
odkrywac¢ na drodze statystycznej.
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5. Dlaczego pewne s$rednie sg tak bardzo do siebie zblizone?

Z urny Ua o s ponumerowanych kulach losujemy k razy kule (k < s).
Za wynik losowania gracz zdobywa tyle ztotéwek, ile wynosi suma numeréw
wylosowanych kul. Przy jakiej optacie za wejscie do takiej gry jest ona sprawie-
dliwa, gdy: a) kule losujemy bez zwracania, b) kule losujemy ze zwracaniem?

Wygrana gracza w wersji a) jest zmienng losowg X , wygrana w wersji b) —
zmienng losowa Y . Pytanie dotyczy wartosci oczekiwanych tych zmiennych
losowych. Wydaje sie, ze E(X) ¢ E(Y), tymczasem mozna udowodnié, ze
E(X) = E(Y).

Ostatnia réwnos¢ jest teza twierdzenia, ktére w typowym zadaniu z ra-
chunku prawdopodobienstwa jest juz sformutowane i ktére nalezy udowodnic.
Jest to zaskakujaca a priori wlasnos$¢ dwu przestrzeni probabilistycznych (cho-
dzi o przestrzenie generowane na prostej przez zmienne losowe X i Y). Uczen
szuka narzedzi organizacji fazy dedukcji. Aktywnosci zwigzane sg wylacznie
z rachunkami. Zupetnie inny charakter mie¢ bedzie zaskoczenie a posteriori.
Chodzi o weryfikacje sadu, jaki podsuwa intuicja, poprzez odwotanie sie naj-
pierw do danych statystycznych i o odkrycie twierdzenia, ktére we wspomnia-
nym podejsciu zostato z géry narzucone.

Najpierw rozwazmy niewielkie s oraz Kk i dane zbierajmy w klasie poprzez
autentyczne losowanie kul. Klasa petni tu role ,stochastycznego arytmome-
tru” szybko opracowujac liczng probke. Wystarczy, by kazdy uczen 10 razy
powtdrzyt /c-krotne losowanie kuli, aby w krotkim czasie uzyska¢ w Kklasie
wiarygodne zrédto informacji o dwu wspomnianych przestrzeniach probabili-
stycznych. Prébka ma tu zainspirowa¢ matematyczne odkrycie. Jej analiza
koniczy sie sformutowaniem pewnej hipotezy. Niech n oznacza dalej liczbe
powtorzen fc-krotnego losowania, a wiec licznos¢ préobki. Mamy dwie proébki.
Jedna dotyczy wygranej w wielu powtdrzeniach gry, gdy kule losowano bez
zwracania, druga — gdy kule losowano ze zwracaniem. Srednie arytmetyczne
wygranych (tj. wartosci statystyk srednia z prébki) oznaczajmy odpowiednio
prze xn dla losowania bez zwracania i yn dla losowania ze zwracaniem.

Narzedziem generowania i opracowywania danych statystycznych moze by¢
komputer, ktéry pozwala na szybkie wylosowanie licznej prébki, przy réznych
parametrach wyjsciowych (s i k) oraz na dobor odpowiedniej wizualizacji war-
tosci pewnych statystyk (statystykasrednia z préobki). Ikoniczne prezentacje, o
ktérych tu mowa, majag zasugerowac rownosé E(X) = E(Y), jako niewatpliwie
niespodziewana wilasno$¢ zmiennych losowych X i Y. W tym sensie zaduma
nad empirycznym faktem staje sie stadium matematycznego myslenia (takze
odkrycia). Dane statystyczne sugeruja teze. Zaskoczenie jej postacig dostar-
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cza specyficznych motywacji dla aktywnosci zwigzanych z jej uzasadnieniem
na gruncie rachunku prawdopodobienstwa. Sg to innej natury aktywnosci ma-
tematyczne niz kreowane zadaniami typu oblicz..., udowodnij..., sprawdz------

Dla k=4, s=20 i n=80 probke uzyskang w drodze symulacji komputerowej
prezentuje rys. 4 oraz rys. 6a). Mamy tu: i80=42,2875 i y80=42,l. Jest
natomiast E(X) = E(Y) = 42.

* zezwracaniem D bez zwracania

rys. 4. wyniki 80 powtérzen czterokrotnego losowania kuli z urny Uzo

* zezwracaniem n bez zwracania

rys. 5. wyniki 80 powtérzen szesnastokrotnego losowania kuli z urny U2o0
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Dla Jfc=16, s=20 i n=80 probke uzyskang za pomocg symulacji kompute-
rowej prezentuje rys. 5 oraz rys. 6b). Jest tu: ~80=168,725 i y80=168,5625,
natomiast E(X) -- E(Y) = 168.

W obu prébkach $rednie sg bardzo zblizone, co dobrze oddaje rys. 6 prezen-
tujacy srednie arytmetyczne wygranych w n powtorzeniach gry przy losowaniu
bez i przy losowaniu ze zwracaniem, rys. 6a odpowiada sytuacji, gdy: n=80,
s=20 i k—4, rys. 6b odpowiada sytuacji, gdy: n=80, s=20 i fc=16.

Préobka sugeruje twierdzenie, ze w przypadku omawianych zmiennych lo-
sowych X 1Y jest E(X) = E(Y).

Prawdopodobienstwo, z jakim zmienna losowa przyjmuje wartos¢ c inter-
pretujmy jako mase skupiong na osi liczbowej w punkcie c. Rozkiad zmiennej
losowej jest w tej interpretacji rozktadem jednostkowej masy na osi liczbowej,
wartos¢ oczekiwana za$ jest srodkiem ciezkosci tego ukiadu mas.

rys. 6.

Srodkiem uzasadnienia odkrytej tezy moze byé fakt, ze w obu schematach
losowania (bez i ze zwracaniem) rozkiad sumy numeréw wylosowanych kul
ma ,$rodek symetrii”’, a ten jest srodkiem ciezkosci, a wiec wartoscig ocze-
kiwang. W obu przypadkach warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej jest wiec
Srednig arytmetycznag najmniejszej i najwiekszej wartosci zmiennej losowej. Te
wartosci tatwo znalezé, by wykazaé, ze E(X) —E(Y) =

Zatézmy, ze w urnie [7(*c jest b kul biatych i ¢ czarnych. Niech 6+ ¢ —s.
Niech k bedzie liczbg naturalng mniejsza od s.
I° Z urny Ub*c losujemy k razy bez zwracania kule. X jest liczbg wylosowanych
kul czarnych.
2° Z urny Ub*c losujemy Kk razy ze zwracaniem kule. Y jest liczbg etapow, na
ktorych wylosowana kula jest czarna.

Fakt, ze E(X) = E(Y), moze by¢ — podobnie, jak w przypadku gdy
w urnie sg ponumerowane kule — przedmiotem matematycznego odkrycia
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zainspirowanego danymi statystycznymi.

6. Estymacja $redniej liczby skojarzen a organizacja refleksji
a posteriori inspirujgca matematyczne odkrycie

Z urny o s ponumerowanych kulach losowana jest kula s razy bez zwraca-
nia. Méwmy o skojarzeniu, ilekro¢ numer kuli zgadza sie z numerem etapu,
na ktéorym zostata ona wylosowana. Liczba skojarzen jest zmienng losowag Ws.
Jej wartos¢ oczekiwana nie zalezy od s ijest réwna 1. Ten bez watpienia inte-
resujacy fakt mozna uczyni¢ na lekcji przedmiotem matematycznego odkrycia
zainicjowanego organizacja refleksji a posteriori.

Rozwazmy gre, w ktérej rozktada sie w rzedzie s réznych, uprzednio pota-
sowanych, kart. Wynik rozktadania jest permutacjg ich zbioru. Zanim nastgpi
to doswiadczenie gracz stawia na jego wyniki, a wiec typuje, ktéra karta trafi
na kolejne miejsce i wygrywa tyle ztotéwek, w ilu przypadkach trafnie przewi-
dzi karte. Wygrana gracza jest liczbg trafien. Te zmienng losowa oznaczmy
przez Xs. Problem dotyczy wysokosci optaty za wejscie do gry, przy ktoérej
gra jest sprawiedliwa. Zmienne losowe X s i Ws majg identyczne rozkiady.

Rozt6zmy s réznych kart w rzedzie, a nastepnie w rzedzie réwnolegtym,
po uprzednim potasowaniu, roztézmy s identycznych, jak uprzednie, Kkart.
Mowmy o skojarzeniu, ilekro¢ naprzeciw w obu rzedach znajda sie identyczne
karty. Liczba skojarzen jest zmienng losowa Ys o identycznym rozktadzie jak
rozktad zmiennej losowej X s, tj. wygranej gracza, ktory przed rozkitadaniem
s kart stawia na jego wynik.

Wezmy najpierw s = 3. Trzy karty: waleta, dame i kréla, rozté6zmy w
rzedzie, a nastepnie trzy takie same karty, po ich potasowaniu, rozt6zmy w
rzedzie rownoleglym. Rozkladanie trzech potasowanych kart w rzedzie na-
przeciw trzech uprzednio roztozonych kart powtarzajmy n razy i zliczajmy, ile
nastgpito skojarzen. Przez in(I1*=j) oznaczmy liczbe doswiadczen, w ktérych
nastapito j skojarzen (j=0,1,3). Suma 0-In(Ys=o)+ le/My3 D+ 3-/NY3E=3)
jest tgczng wygrang w n grach. lloraz

OeIn(Ys = 0) + 1eln(Ys = 1) + 3 «/»(¥Y3 = 3)
n

jest Srednig wygrang przypadajaca na jedna gre. Jesli probka jest dostatecz-
nie liczna, to praktycznie na pewno ta $rednia arytmetyczna — jako wartosc
statystyki érednia z prébki — bedzie bliska 1.

Wezmy s = 4, a wiec cztery karty, waleta, dame, kréla i asa. Powtarzajmy
n razy rozkiadanie kart i rejestrowanie ilosci skojarzen. Przy dostatecznie
duzym n analogiczna $rednia arytmetyczna jest takze bliska 1.
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Rozktadajmy teraz wszystkie karty pikowe z peinej talii (s = 13). Po n
powtdrzeniach $rednia arytmetyczna liczby skojarzen znéw jest zaskakujaco
bliska 1

Teraz zbieranie i opracowywanie danych statystycznych dla wiekszych s
mozna powierzy¢ komputerowi.

Dane empiryczne ujawniajg ciekawg prawidtowowsé: przy duzym n, nie-
zaleznie od s, $rednia wygrana gracza przypadajgca na jedna gre jest bli-
ska 1 Powstaje tym samym problem wyjasniania tego faktu na gruncie ra-
chunku prawdopodobienistwa. Chodzi o sformutowanie i dowdéd twierdzenia,
ze E(WS) = E(XS = E(YS) — 1 dla kazdego s > 2. To probabilistyczne
twierdzenie moze wiec by¢ przedmiotem matematycznego odkrycia.

Dla nauczyciela wazna tu by¢ musi argumentacja co do wiarygodnosci wspomnia-
nych wnioskéw (i pewnej niezawodnoéci ocen). Srednia arytmetyczna, o ktérej tu
mowa, jest wartoscig statystyki $rednia z probki (populacjg jest tu zbidr wynikéow
rozkladania w rzedzie s kart, za$ cecha Y, przypisuje kazdemu wynikowi liczbe sko-
jarzen). Z prawa wielkich liczb Chinczyna wynika, iz statystyka srednia z probki jest
estymatorem zgodnym wartosci Sredniej cechy. Oznacza to, ze przy dostatecznie du-
zym n, z prawdopodobieristwem bliskim 1 (a wiec praktycznie na pewno) ta $rednia
i liczba 1 (jako warto$é oczekiwana liczby skojarzen) beda sie réznié nieznacznie.

Dotykamy tu relacji SWIAT REALNY — SWIAT MATEMATYCZNEJ ABS-
TRAKCIJI. Dziatalnos¢, ktora tu proponujemy (i ktorg takze chcemy zalicza¢ do ak-
tywnosci matematycznej), odnosi sie do obiektow realnego $wiata (rzucamy konkretng
monety, plastykowa kostka, losujemy tekturowe krazki, wyciggamy ,,na chybit trafit”
konkretne kule z konkretnego woreczka). Wiarygodnos¢ ocen, ktérg opieramy tu na
matematycznych twierdzeniach (prawa wielkich liczb, twierdzenia o wartosciach ocze-
kiwanych itd) ma ten sam charakter co wiarygodnos¢ pomiardéw na lekcji geometrii (w
narysowanym przez ucznia ,,rombie” mierzone katomierzem ,katy” miedzy ,,przekat-
nymi” sg ,,proste”, ,,Srodkowe bokéw” narysowanego na tablicy ,tréjkata” przecinajg
sie wjednym ,,punkcie” itd.). Bez takich odniesien do rzeczywistosci trudno wyobrazi¢
sobie nauczanie geometrii. Odwolywanie sie do rzeczywistosci w nauczaniu rachunku
prawdopodobienstwa budzi spore kontrowersje. W proponowanych w pracy proble-
mach konkretna czynnos$¢ otwiera (podobnie jak w geometrii) proces interioryzacji tj.
przejscia od dziatan efektywnych w materialnym swiecie do dziatann pomyslanych, wy-
obrazeniowych. Dziatalno$¢ organizowana jest na konkretnych obiektach fizycznych,
ale jej celem jest ujawnianie pewnego zwigzku matematycznego modelu z rzeczywi-
stoscig, dla ktorej ten model jest tworzony. Informacje o pewnych cechach przestrzeni
probabilistycznej sg tu wydobywane z danych empirycznych.

Proponowane procedury, gdy chodzi o ich nature i role w matematycznej akty-
wizacji, mozna poréwna¢ z konstrukcjami i pomiarami w nauczaniu geometrii. Te
procedury sg typowe przy stosowaniu metod Monte Carlo. W tym sensie rola propo-
nowanej formy i tresci problemoéw wigze sie z ukazywaniem pewnych idei statystycz-
nych, w tym takze idei Monte Carlo. Idee te pojawiajg sie tu nie tyle w kontekscie
estymacji, ile prowokowania zadumy i matematycznego myslenia.
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7. Stabilnos¢ rozktadow standéw dla schematu Ehrenfestow
i kolejne $rodki organizacji refleksji a posteriori

W urnie jest b kul biatych i ¢ czarnych. Zat6zmy, ze b+ c= r i ze r jest
liczbg parzysta. To stan poczatkowy urny. W kolejnych jednostkach czasu
(to jedynie umowa) losujemy kule z urny. Jesli jest ona biata (czarna), to
odktadamy ja na bok, do urny zas wktadamy kule czarng (biatg). Nazywajmy
te procedure préba. Liczbe czarnych kul w urnie po n-tej prébie nazywajmy
stanem urny w chwili n. Powtarzajmy prébe bardzo wiele razy, obserwujac
stan urny po kolejnej prébie. Rozwazmy nastepujace przypadki stanu poczat-
kowego:

T b=ric= 0,
2 b= 0ic=r,
3° b= c= 8§,

4° Zanim zapeinimy urne kulami rzucamy r monet i nastepnie do urny
wkiadamy tyle kul biatych, na ilu monetach wypadt orzet oraz tyle czar-
nych, na ilu monetach wypadta reszka. Mowa tu zatem o etapie wstep-
nym, na ktéorym zawarto$¢ (stan) urny zostaj.- ustalona losowo. Liczby
czarnych i biatych kul w urnie okreslaja jej stan.

Opisany schemat, zwany schematem Ehrenfestéw, jest modelem przeptywu tem-
peratury miedzy dwoma ciatami (liczba czarnych kul okresla temperature jednego z
tych ciat, liczba kul biatych temperature drugiego, por. [10], str. 65).

Wezmy 30 kul biatych i 30 czarnych. Wt6zmy do woreczka wszystkie kule
biate, czarne wtézmy do pudetka. Losujmy kule z woreczka, wylosowang kule
witézmy do pudetka, a z pudetka do woreczka przetézmy kule przeciwnego ko-
loru. Powtarzajmy takg probe wiele razy. Po kilkudziesieciu powtérzeniach
woreczek a takze puuetko sg jakby w ,stanie rownowagi”’, w kazdym jest pra-
wie tyle samo kul biatych co i czarnych. Rodzi sie pytanie: Jak ten fakt
wyttumaczy¢ na gruncie matematyki?

Wyjdzmy od innego stanu poczatkowego woreczka. Wi6zmy don c kul
czarnych i 30 —c biatych, gdzie ¢=0,1,2,... ,30. W klasie rézne zespoty robia
to przy réznych stanach poczatkowych. Po wielu prébach w kazdym zespole
stan woreczka jest prawie identyczny (jest w nim prawie tyle samo kul biatych
co i czarnych).

Wezmy r = 100 i powtarzajmy bardzo wiele opisany schemat, obserwujac
zmiany stanu urny po kolejnych prébach. Wykorzystajmy komputer do gro-
madzenia i opracowywania danych statystycznych. Stan urny po n = 1000
prébach symulowanych za pomocg komputera (dla czterech réznych stanow
poczatkowych) prezentuje rys. 7.
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rys. 7. stan umy po 1000 prébach przy réznych stanach poczatkowych

Dla stanu poczatkowego b = 100, ¢ = 0 stan koncowy po 1000 prébach
prezentuje rys. 7a, jest b= ¢ = 50. Dlastanu poczatkowego b= 0, c = 100 stan
koncowy przedstawia rys. 7b, jest b= 46 i c = 54. Dla stanu poczatkowego
b — c = 50 stan koncowy prezentuje rys. 7c, jest b= 46 i c = 54. Rys. 7d
przedstawia stan koncowy (6 = 53 i c = 47) gdy stan poczatkowy ustalono
tak, jak w punkcie 4°.

Liczbe kul czarnych w urnie po n-tej prébie nazywajmy stanem urny w
chwili n. Niezaleznie od stanu poczatkowego urny, wraz ze wzrostem liczby
préb stan urny stablizuje sie, skupia sie wokoét jakby stanu réwnowagi (blisko
potowa kul jest biatych i potowa czarnych). Pojawia sie pytanie, jak ten
zaskakujacy fakt empiryczny uzasadni¢ na gruncie matematyki.

Mozliwe stany urny tworzg zbioér {0,1, 2,..., r}. Przez p~k oznaczmy praw-
dopodobienstwo, ze jesli w danej chwili jest w urnie j kul czarnych, to w chwili
nastepnej bedzie ich tam k. Nietrudno zauwazy¢, ze

J
Pj,j-1= -, Pj.j+i = —-—J, P],k = 0 dla pozostatych j, k.

Prawdopodobienstwa te tworza macierz Q = \pj,k\-

Przebieg zmian stanu urny po kolejnych prébach mozna rejestrowac (sy-
mulowac) btadzeniem losowym pionka po punktach 0,12, ... ,r na osi liczbowej
(pionek jest po danej prébie w punkcie j jesli po tej prébie w urnie jest j kul
czarnych). Mowa tu tym samym o pewnym grafie stochastycznym. Odniesmy
powyzsze prawdopodobienstwa do tego grafu.

— Jezeli i < § (kul czarnych jest mniej niz biatlych), to Pjj-i < | oraz
Pj.j+i > 5. Im blizsze zera jest j tym Pj,j-i jest mniejsze, Pj,j+i za$
wieksze. Oznacza to, ze gdy pionek znajduje sie na lewo od to z wiek-
szym prawdopodobienstwem przesunie sie w prawo niz w lewo. Gdy w
urnie jest mniej kul czarnych niz biatych, to jest bardziej prawdopodobne
iz liczba kul czarnych w nastepnej prébie wzrosnie, niz ze zmaleje.
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— Jeslij > § toPjj-i > \ iPjjtl < 5. Im j jest blizsze r tym pj,j+i
jest mniejsze, Pjj-i zas$ wieksze. Oznacza to, ze gdy w urnie jest wiecej
czarnych kul niz biatych, to jest bardziej prawdopodobne, ze w nastepnej
probie liczba kul czarnych zmaleje, niz ze wzrosnie. Ta interpretacja
wyjasnia tendencje do wyréwnywania sie frakcji poszczegélnych kul w
urnie wraz ze wzrostem liczby proéb.

Na zajeciach ze studentami ten dostrzezony fakt wyjasniamy na gruncie teorii
tancuchow Markowa. Nietrudno sprawdzié¢, ze rozktad, o ktérym mowa w punkcie d),
jest rozktadem stacjonarnym. Niezaleznie wiec od rozkladu poczatkowego, rozkiad
stanéw w chwili n zdaza (gdy n rosnie) do rozktadu stacjonarnego (por. [6], str. 331),
a w jego przypadku najbardziej prawdopodobna liczba kul czarnych jest réwna 5.

8. Godne refleksji zachowanie sie wraz z uptywem czasu rozkiadoéw
stan6éw w innych schematach urnowych

Wezmy znéw urne Ub*c z b biatymi i c czarnymi kulami na poczatku. Niech
b-f c = r i zalézmy, ze r jest liczbg parzystg. Liczbe c nazywajmy stanem
poczatkowym urny. W kolejnych jednostkach czasu losujemy kule i jesli jest
ona biata (czarna), to jednag czarng (biatg) kule w urnie zamieniamy na bialg
(czarna), wylosowang kule zwracamy do urny. Nazywajmy te procedure préba.
Liczbe kul czarnych w urnie po n-tej prébie nazywajmy stanem urny w chwili
n. Liczby 0 i r nazywamy stanami brzegowymi. llekro¢ urna znajdzie sie w
stanie brzegowym, doswiadczenie losowe korczy sie.

Rozwazmy b= c = 15. Powtarzajgc probe bardzo wiele razy zauwazymy
wyrazng tendencje zblizania sie stanu urny do stanu brzegowego (od pewnego
momentu albo liczba kul czarnych wyraznie maleje do zera, albo wyraznie ma-
leje do zera liczba kul biatych). Tendencje do osiggania stanu brzegowego (i
to od samego poczatku procesu) zauwazymy gdy liczby b i ¢ réznia sie istot-
nie (np. przy b= 10 i c = 20). Podobny fakt empiryczny zaobserwujemy
przy innych stanach poczatkowych. Za kazdym razem, wraz z uptywem czasu
(ze wzrostem liczby proéb), stan urny zmierza do stanu brzegowego. Schemat
Ehrenfestow wykazywat tendencje do stanu réwnowagi, opisany teraz schemat
wykazuje tendencje do skrajnosci. Znow stajemy przed problemem wyjasnie-
nia tej osobliwosci odkrytej na drodze empirycznej?

Wezmy dowolne, ale stosunkowo duze r. Mozliwe stany urny w opisanym
procesie tworzg zbiéor {0,1,2,... ,r}. Przez pj® oznaczmy prawdopodobienstwo
przejscia urny ze stanu j w danej chwili do stanu k w chwili nastepnej. Mamy
r—ij ) ) i )

—— dla k= j —1, Pjijk= - dlak=j + 1,

e
=
I

Po,0 = Pr,r = 1) Pj,k — 0 dla pozostatych j, k.
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Jest Pjj+1 = £, a wiec im wieksza jest liczba j czarnych kul w urnie
tym bardziej jest prawdopodobne ze liczba kul czarnych wzrosnie. Z kolei

Pjj-i = £~ , a zatem im mniejsza jest liczba kul czarnych, tym wieksze jest
prawdopodobienstwo, ze liczba kul czarnych zmaleje. Jesli j < to stan urny
wykazuje tendencje do zblizania sie do stanu 0, gdy j > | — to do stanu r.

Pozostanmy przy urnie Ub*c m Teraz proba jest rzut moneta. Jesli wypad-
nie orzet, to kule czarna z urny zamieniamy na kule biata, jesli zas reszka — to
kule bialg zamieniamy na czarng. Wezmy r = 30 i ¢ = 10. Po bardzo
wielu prébach daje sie zaobserwowac tendencje do pozostawania urny w stanie
bliskim stanu poczatkowego. Podobng tendencje do stabilizacji skonstatujemy
w przypadku innych stanéw poczatkowych. Podobnie, jak uprzednio srodkiem
argumentacji moze by¢ macierz [pjkK], gdzie pJtk jest prawdopodobienstwem
tego, iz w urnie bedzie w danej chwili k kul czarnych, skoro w chwili poprzed-
niej byto ich tam j.

9. Losowe rozmieszczenie duzej liczby kul w duzej liczbie szuflad
a rozktad Poissona

Losowanie /c-krotne ze zwracaniem kuli z urny o s ponumerowanych kulach
interpretujmy jako losowe rozmieszczenie Kk ponumerowanych kul w s ponu-
merowanych szufladach (numer kuli wylosowanej za j-tym razem to numer
szuflady, do ktorej trafia kula o numerze j). Wezmy duze s i duze k.

Rysunek 8 przedstawia protokét z zaje¢ z rachunku prawdopodobienstwa
(ze studentami Il roku matematyki Kolegium Nauczycielskiego w Nowym Sg-
czu), poswieconych szacowaniu metodg Monte Carlo rozktadu dwumianowego
b(200, Y"6). Chodzito w istocie o0 rozstrzyganie na gruncie rachunku prawdo-
podobienstwa nastepujgcego pozamatematycznego problemu:

W piekarni wisi ogloszenie, ze dzi$ sprzedaje sie 100 butek wypieczonych z
ciasta, do ktérego wsypano 200 rodzynkéw. Kupite$ jedng butke i w niej nie byto
rodzynka. Czy mozesz czué sie oszukanym?”

Studenci mieli sformutowan na tle tej pozamatemtycznej sytuacji matema-
tyczne zadanie (rozwigzywanie problemu obejmuje tym samym faze matema-
tyzacji i faze interpretacji). Studenci symulowali losowe rozmieszczenie 200
rodzynkow w stu butkach (jako losowe rozmieszczenie 200 kul w stu ponu-
merowanych szufladach) za pomocg tablic liczb losowych (korzystano z tablic
Zufallsziffern 1 i Il w [5], str. 166-167). Dane statystyczne zebrano i opraco-
wano w tabeli na rysunku 8. W kolumnie odpowiadajgcej liczbie j wpisano
liczbe szuflad, do ktorych trafito doktadnie j kul § = 0,1, 2,3,...).
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Wyniki sg zaskakujaco do siebie podobne. W kazdym jest srednio okoto 13
szuflad pustych, okoto 27 szuflad z jednag kulg, tylez szuflad z dwiema kulami,
okoto 18 szuflad z trzema kulami, okoto 9 z czterema kulami itd. Pojawiajg
sie pytania:

— Jak ten fakt wytlumaczy¢ na gruncie rachunku prawdopodobienstwa?

— Jak wykorzysta¢ go do oceny pewnych prawdopodobienstw zwigzanych
z rozktadem liczby kul w wylosowanej szufladzie (jako liczby rodzynkow
w kupowanej buice).

rys. 8. opracowane wyniki losowego rozmieszczenia 200 kul w stu szufladach

Niech X bedzie liczbg kul w szufladzie wylosowanej sposrod stu szuflad po
losowym rozmieszczeniu w nich dwustu kul. Z zebranych danych statystycz-
nych wynika, ze:
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P(X=0)« 0,13, P(X = 1) # 0,27, P(X = 2) « 0,27, P{X = 3) « 0,017,
P(X=4)« 0,09, P(X=5)« 0,04, P{X=6)u 0,01, P(X=7)« 0,003 itd.

Uzyskane metodg Monte Carlo oszacowanie rozkladu zmiennej losowej 2I'
(a wiec pewien rozklad empiryczny) poréwnujemy teraz z rozktadem Poissona
0 parametrze r = 2. Twierdzenie Poissona i rozkiad Poissona byly tematem
poprzednich zaje¢. Zgodnos$¢ empirycznego rozkiadu z rozktadem Poissona
jest zaskakujgca. Organizacja refleksji a posteriori obejmowata na wspomnia-
nych zajeciach odkrywanie przyblizenia Poissona.

Do gromadzenia i opracowywania powyzszych danych statystycznych
(zwhaszcza przy wiekszych liczbach kul i szuflad) mozna wykorzysta¢ kom-
puter. Rys. 9 prezentuje trzy wyniki losowego rozmieszczenia 300 kul w stu
szufladach uzyskane na drodze symulacji komputerowej.

Dla wyniku u losowego rozmieszczenia K kul w s szufladach oznaczmy przez
lu{j) liczbe szuflad, do ktérych trafito doktadnie j kul. lloraz tj. frakcje
szuflad zj kulami, oznaczmy przez ew(j) dlaj =0,1,2,..., k

Dla wyniku u rozmieszczenia funkcja gbl jest rozktadem prawdopodobien-
stwa na zbiorze {0,1,2,...,/;}.

W [16] (str. 190-193) zaproponowano wyjasnienie na gruncie rachunku
prawdopodobienstwa tego wyraznego podobienstwa wielu wynikéw losowego
rozmieszczenia duzej liczby kul w stu szufladach, gdy chodzi o funkcje 1LLi gw.

W przypadku k = 300 i s = 100 $rednio na jednag szuflade przypadaja
3 kule. Rozwazmy w tym kontekscie rozklad Poissona o parametrze 3, ftj.
funkcje p:

PU) = g e-sdla3=01,23,..

Zbierzmy dane dotyczace funkcji qu dla wynikéw wij, u2i ns z rys. 9 i poréw-
najmy QAK(j) z p{j) dla k = 1,2,3.



Refleksja a posteriori -

0,04
0,17
0,20
0,22
0,16
0,15
0,04
0,02
0,00
0,00

© oo ~NOO U WN=-O =

Fakt, ze q,l{_|) ~ p(J) dlaj = 0,1,2,3,4,5, wydaje sie zaskakujacy.
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0,02
0,15
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0,01
0,01

Ay U)
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0,0066

PO)
0,049787
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0,224042
0,224042
0,168031
0,100819
0,050409
0,021604
0,008102
0,002701
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Wykorzystajmy komputer do gromadzenia wynikéw losowego rozmieszcze-
nia wiekszej liczby kul (np. 5 000) w wiekszej liczbie szuflad (np. w 2 500).

rys.

10.

Rysunek 10 prezentuje dwa diagramy stupkowe:

— histogram funkcji quw (ciemne stupki) dla wyniku .; losowego rozmiesz-
czenia 5000 kul w 2500 szufladach uzyskanego za pomocg komputera

— histogram funkcji p (jasne stupki), tj.

r= 2.

Ich podobienstwo jest zaskakujacym faktem empirycznym.

rozkladu Poissona o parametrze
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10. Probabilistyczny schemat zderzen atomoéw lub drgan
w krysztale i rozktad wyktadniczy

a) Rozwazmy komode os — 2500 ponumerowanych szufladach (w uktadzie
50 wierszy i 50 kolumn) i 5000 kul rozmieszczonych po dwie w kazdej szufladzie
(to stan poczatkowy komody4) oraz nastepujace doswiadczenie losowe:
1° Losujemy szuflade, dajac kazdej réwne szanse.
2° Gdy jest to szuflada ,wewnetrzna” (rys. lia), to losujemy jedng z o$miu
»sasiednich” szuflad, gdy szuflada lezy na ,,brzegu” (rys. llb), to jedng z pieciu
sasiednich, gdy w ,rogu” (rys. lic), to jedng z trzech. Kazda z sasiednich
szuflad ma w tym losowaniu réwne szanse.
3° Kule z wylosowanej szuflady na etapie 1° (jesli jest w niej kula5) przekta-
damy do wylosowanej szuflady sasiedniej.

rys. 11. szuflady ,sasiednie” i ich Kierunki

Takie pojedyncze losowanie do momentu az trafimy na szuflade z kula,
losowanie szuflady sasiedniej i przektadanie kuli, nazywajmy préba. Powta-
rzajmy probe wiele razy. Niech In(j) oznacza liczbe szuflad, w ktérych po
n-tej probie jest j kul. Po n prébach In jest pewng funkcja okreslong na
zbiorze {0,1, 2,..., 5000). Ta funkcja okresla stan komody po n-tej probie.
Jest to wartos¢ pewnej statystyki dla n-wyrazowej prébki. Wykres funkgcji /,,
dla wynikéw mkrotnego powtdrzenia proby, uzyskanych w drodze symulacji
komputerowej, prezentuje rys. 12.

Diagramy stupkowe majg osobliwy ksztatt. Gdyby nakry¢ krzywa trzy
ostatnie z rys. 12, to przypomina ona wykres gestosci rozktadu wyktadniczego,
tj. funkcji

f(x) = ae ax dla x> 0 i f(x) = 0 dla x < 0.

Ten fakt inspiruje pytanie, dlaczego tak sie dzieje?

4komoda jest wiec w stanie pewnej réwnowagi
sjesli w tej szufladzie nie ma kuli, to losowanie szuflady powtarzamy



ReReksja a posteriori - 173

rys. 12. diagramy stupkowe funkcji /,, dla n = 400, n = 2000, n = 4000,

n = 9000, n= 20000 i n = 400000

b) Poprzedzmy doswiadczenie losowe opisane w a) etapem wstepnym, na
ktorym 5 000 kul zostaje losowo rozmieszczonych w 2 500 szufladach. Stan

poczatkowy jest zatem rezultatem doswiadczenia losowego. Rysunek 13 pre-

zentuje diagramy stupkowe stanéw komody po n = 10000 prébach dla dwu

wynikéw losowego rozmieszczenia (rys. 13a) i U2 (rys. 13b).
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rys. 13. diagramy stanéw komody po 10 000 préb, gdy stany poczatkowe
ustalono przez losowe rozmieszczenie 5 000 kul w 2 500 szufladach tej komody

Oto dane liczbowe dotyczace stanu komody po n prébach:

i In(j) dlawi In{j) dlaw2
0 870 847
1 544 525
2 348 367
3 232 264
4 173 173
5 104 116
6 82 66
7 52 41
8 33 39
9 16 20
10 14 18

Oba diagramy stupkowe sa bardzo zblizone do ostatniego z diagramoéw na
rys. 12.

Rodzi sie tu pytanie, jak w opisanych sytuacjach wyttumaczy¢ obecnosé
rozkiadu wyktadniczego przy duzym n i to niezaleznie od rozkiadu poczatko-
wego kul w szufladach? Jakie twierdzenia graniczne rachunku prawdopodo-

bienstwa ttlumaczg te podobienstwa rozktadow stanéw do rozkiadu wyktadni-
czego?

Schematy, o ktérych mowa, opisuja przekazywanie kwantéw energii w danej
temperaturze w trakcie zderzenn atomoéw. Atomy — to szuflady, kule — to

kwanty energii. Model jest oczywiscie uproszczony z uwagi na przyjete tylko
dwa wymiary.



Refleksja a posteriori - 175

.Swiat przypadku” zna wiele podobnych zaskakujgcych faktéw, ktére w
nauczaniu (ale takze w ksztatceniu stochastycznym nauczyciela matematyki)
mozna wykorzysta¢ do inspiracji matematycznej aktywnosci. Praca zawiera
propozycje ich odkrywania za posrednictwem danych empirycznych. Zawiera
takze sugestie dotyczace uzycia komputera w aktywizacji matematycznej dzia-
talnosci.

Uwagi koncowe

W kontekscie nauczania matematyke nalezy rozumieé¢ jako rozwigzywa-
nie problemoéw, a wiec jako specyficzng dziatalnos$¢ intelektualng, a nie jako
gotowy produkt. Matematyczna wiedza moze i powinna by¢ zdobywana na
drodze odkrywania kreowanego rozwigzywaniem probleméw (nauczanie odkry-
wajace, problemowe uczenie sie matematyki). Dydaktyka matematyki mowi
tu o prowokowaniu uczenia sie przez wykorzystywanie réznych typow sytuacji
problemowych (takze pozamatematycznych), wytworzonych przez nauczyciela
a prowadzacych drogg matematyzacji do sformutowania matematycznego za-
dania i zastosowania (a nawet odkrywania) matematycznego aparatu do jego
rozwigzania (,,matematyka sytuacji”). W tym podejsciu do nauczania mate-
matyki tworzenie oraz rozwigzywanie zadan stanowi gtéwny typ aktywnosci
matematycznej (por. [21], str. 40). Tymczasem szkolne zadania matematyczne
zawsze sg juz gotowe, nie wiadomo tylko przez kogo sformutowane, w jakiej
sytuacji i w jakim celu. Cel ich rozwigzywania to na ogé6t utrwalanie wiedzy
i ¢wiczenie technik rachunkowych. Jest to szczegodlnie jaskrawo widoczne na
przykitadzie zadan z rachunku prawdopodobienstwa.

Proponowane w pracy formy inspiracji problematyki probabilistycznej (i
statystycznej) kreujg motywacje poprzez odpowiednio dawkowane tzw. prze-
zywanie sprzecznosci wywotane sytuacjg konfliktowag (zdziwienie na skutek
eksperymentalnego stwierdzenia pewnej prawidtowosci lub na skutek zasko-
czenia brakiem oczekiwanej prawidtowosci, por. [14], str. 130-131). Mowa tu
o sytuacjach

— moblizujagcych do dziatania, do matematycznej aktywnosci,

— pobudzajacych do dyskusji, do refleksji i do argumentowania,

— ksztatcacych intuicje pobudzajgce do przewidywania i uzasadniania,
— ksztatcagcych konstruktywny stosunek do biedéw (por. [14], str. 174).

Z badan nad intuicjami stochastycznymi i nad skutecznymi zabiegami dy-
daktycznymi w procesie ich ksztattowania (Fischbein, Kahneman, Tversky,
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Shaughenessy) wynika, ze ogromna role w rozwoju wtasciwych intuicji proba-
bilistycznych, statystycznych i kombinatorycznych ma osobisty kontakt ucznia
z empirig (losowanie i opracowywanie danych statystycznych, korzystanie z go-
towych danych empirycznych, np. wynikéw gier losowych, wyznaczanie cze-
stosci, konfrontacja ocen a posteriori z ocenami a priori).

Badania, o ktorych tu mowa, potwierdzaja, ze nauczanie rachunku prawdo-
podobienstwa zbyt sformalizowane, odizolowane od statystyki matematycznej,
pomijajace empiryczny aspekt poje¢ i metod probabilistycznych, pomijajace
takze refleksje nad pewnymi klasycznymi paradoskami rachunku prawdopodo-
bienstwa, nie usuwa btednych intuicji. Niniejsza praca jest takze propozycja
zabiegow dydaktycznych w procesie ksztattowania wlasciwych intuicji stocha-
sttycznych jako waznego aspektu stochastycznego ksztatcenia.

rys. 14.

Problematyka pracy wiaze sie z metodami Monte Carlo, ale wprowadzono
je nie tyle do szacowania, ile do inspirowania matematycznej dziatalnosci. Ry-
sunek 14 ukazuje relacje miedzy realnym swiatem a Swiatem matematycznej
abstrakcji w omawianych zagadnieniach. Dane empiryczne pozwalaty odkry-
wacé pewne wiasnosci lokalnych przestrzeni probabilistycznych (tj. przestrzeni
konstruowanych jako modele konkretnych doswiadczen, jak losowe kojarzenie
osobnikéw zwane panmiksjg, losowe rozmieszczenie kul w szufladach, zderze-
nia atomoéw, wymiana ciepta miedzy dwoma ciatami). Odkrywane na drodze
empirycznej wiasnosci modelu probabilistycznego znajdowaty potwierdzenie
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w rachunkach i dedukcji. Rozwigzywane w tym kontekscie matematyczne za-
dania ukazywaly zatem zgodno$¢ matematycznego modelu z rzeczywistoscia,
dla ktorej byt on konstruowany, a zarazem wyjasniaty na gruncie matematyki
odkryte uprzednio i na og6t zaskakujace, fakty empiryczne.

Praca dotyczy waznego aktualnie zagadnienia jak uczy¢ rachunku praw-
dopodobienstwa, a $cislej stochastyki i to ,stochastyki dla wszystkich” oraz
jak ksztatci¢ nauczyciela w zakresie tej dziedziny matematyki. Przedstawiona
idea wyraznie koresponduje z sugestiami odpowiedzi na analogiczne pytania
postawione w pracy [13] w odniesieniu do geometrii. J. Lange sugeruje, by
w ksztatceniu geometrycznym wykorzystac realny swiat i jego ,,geometryczng
nature” do inspirowania problematyki geometrycznej. W [13] podkresla sie jak
algebraizacja geometrii i presje matematykéw, by uczy¢ geometrii wylacznie
jako teorii dedukcyjnej, zmienity forme i tresci powszechnego ksztatcenia geo-
metrycznego. Odwolywanie sie do rzeczywistych doswiadczen w przypadku
geometrii ma dtugg tradycje. Lange wzbogaca ja o mato znane zagadnienia z
przestrzeni tréjwymiarowej, w ktoérej cztowiek zyje. W przypadku rachunku
prawdopodobienstwa odwotywanie sie do realnego swiata albo jest pomijane,
albo trywializowane (poleca sie uczniowi rzuca¢ 200 razy kostka, aby na pod-
stawie zebranych danych statystycznych wnioskowaé¢ o prawdopodobienstwie
wynikéw rzutu kostkg). W [13] nauczanie geometrii traktowane jest jako ak-
tywnos¢ w doswiadczeniach, matematyka (za Freudenthalem) traktowana jest
jako ludzka aktywnos$¢. Intuicyjne aktywnosci doswiadczalne sg transmito-
wane roéwniez na naucznie w szkole Sredniej.

Niniejsza praca zawiera propozycje adaptacji powyzszych idei na grunt ra-
chunku prawdopodobienstwa, a $cislej do tworzenia dydaktycznych uje¢ sto-
chastyki dla nauczyciela a nastepnie stochastyki jako elementu matematyki
»dla wszystkich”.
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