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вы бор к и

В работе [1] получены статистические критерии для исключения экс­
тремальных значений выборок из экспоненциального распределения. В  
[2] приведены таблицы критических значений некоторых из этих крите­
риев. В  настоящей статье получены выражения для функции мощности 
рассмотренных ранее критериев.

Пусть f i ,  . . . , £ „  —  независимые наблюдения за случайной величиной, 
имеющей показательное распределение, <  • • • <  £(„) —  вариационный 
ряд, построенный по этим наблюдениям. Основная гипотеза Но утвер­
ждает, что все элементы выборки имеют одно и то же показательное 
распределение с параметром А. В  [1] рассмотрены статистики

у  _ £(n) £ ( n - i )  „  _  £(n) £ ( n - i )

1 * ( « ) -€ ( ! )  ’ 2 *(«)-Ç (2)
3»

£(п) £(п~2)

€(n)“ Ć(I)

с помощью которых построены статистические критерии для отбраковки 
резко выделяющегося максимального элемента выборки. Там же устано­
влены распределения этих статистик. Аналогичные критерии получены 
для отбрасывания резко выделяющегося минимального элемента выбор­
ки:

у  _  £ (2 ) -  £ (1 ) 7  _  € (2 ) -  £ (1 ) 7  _  £ (3 ) -  £ (1 )

4 * ( . ) - € ( ! ) ’ 5 *(«-!) - W  6 €(n)-€(i)*

Критические области имеют вид Zk >  t(a, п), к =  1 , . . . ,  6, где t(a,n)  
находится из условия P(Zk  >  t(a, п) \ Но) =  а, а —  уровень значимости 
критерия.

Эта работа частично поддержана Международной Соросовской программой под­
держки образования в области точных наук (JS S E P ) Международного фонда „Возро­
ждение” , грант Nr APU061010.
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Вычислим мощности критерия Zk, к =  т.е. вероятность по­
падания значения статистики Zk критерия в критическую область Zk >  
t(a,n), если верна альтернативная гипотеза. В качестве альтернативной 
гипотезы Н\  рассмотрим следующую: одно из наблюдений £ i , . . .  имеет 
показательное распределение с параметром Ai, Ai ф А.

Для решения поставленной задачи нам понадобится совместные рас­
пределения трех порядковых статистик для п независимых наблюдений, 
когда одно из них £ имеет в качестве функции распределения Fi(x),  а 
остальнные п — 1 —  F(x) (Fi(x) ф F (x)). Предполагаем, что рассма­
триваемые случайные величины имеют плотности вероятностей. Форму­
лы плотностей таких совместных распределений выводятся аналогично 
случаю одинаково распределенных независимых случайных величин (см.

И).
Подсчитаем предварительно для l < r < s < t < n ,  х <  у <  z,

Р(х <  £(r) <  X +  Ах,  у <  £(,), y + A y , z <  £(<) <  z +  Az).

Рассмотрим события:

Ai =  {£ <  х},

А 2 =  {а: <  i  <  X +  А х},

А3  =  {х +  Ах <  i  <  у},

^ 4  =  {У <  i <  У  +  Ау},

А 5 -  {у +  А у  <  I  <  г},

А6  -  {z <  i  <  z +  Az},

A r =  { I  >  2  +  A z}.

Они образуют полную группу несовместных событий. Поэтому 

F(x <  £(r) <  х +  Ах, у <  £(s) <  у +  Ау,  z <  £(t) <  z +  Az)
7

=  p ((x ^  £(*■) < x  +  A x , y <  £{s) < y  +  Ay,  (x)

2 <  £(t) <  2 + Az) nAk).

Событие, стоящее под знаком вероятности в правой части последнего 
равенства при к =  1, реализуется (с точностью до членов, имеющих более 
высокий порядок малости для вероятности) в виде конфигурации:

1 +  (г -  2) 1 s  — г — 1 1 t  — S  — 1 1 п — t
X X +  Ах у y +  A y z z +  A z
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Это означает, что г — 2 из одинаково распределенных наблюдений 
меньше х и £ <  т; одно из одинаково распределенных наблюдений попа­
дает в промежуток [ж, т -f Ля), s —г — 1 из них —  в промежуток [т-f Ах,  у), 
одно —  в [у, y -f  Д у), t — s — 1 —  в [y-f Д у , z), одно —  в [z, z -f  Д г), осталь­
ные п — t больше или равны 2 -f Az.  Число способов, которыми п — 1 
наблюдений можно разбить на семь таких групп равно

______________________(я -  1)!______________________
(г — 2)! 1! ( s — г — l ) ! l ! ( i — в — l ) ! l ! ( n - t ) !  

и каждый из них имеет вероятность

F r~ 2 (x)F1 (x)(F(x  +  Д т ) -  F (T ))(F (y) -  F  (z +  Д т ))— 1 

x (F (y  +  Д у) -  F (y ))(F (z) -  F  (у +  Д у ))* -*"1 

x (F (z  +  Дт) -  F (z ))(l -  F  (z +  Д г ))п_<.

Поэтому при малых Д т , Д у, Az  получим

Р{{х <  £(г) <  т -f Д т , у <  < у  +  A y , z  <  £(t) <  z -f Дт) П Ai)

= __________________( я - 1 ) ! __________________
(r -  2)! (s -  r -  1)! (t — s — 1)! (n — £)!

X F r_2(t )F i (t )(F ( t +  Д т) -  F ( t )) 

x (F (y) — F ( t -f Д т ))в_г_1 

X (F(y  +  Ду) -  F (y ))(F (z) -  F (y  +  Д у ) ) ' - 1 

x (F (z  +  Дт) -  F (z ))(l  -  F (z  +  Д т ))п_< +  0 Д ,

где 0 д  есть члены, содержащие множители вида (Д т )”1 (Д у)П2(Д г )Пз, 
прчем Tij >  1, .7=1,2,3, а по крайней мере одно из rij больше 1. Они вклю­
чают в себя вероятности тех реализаций рассматриваемого события, где 
более, чем одно из попадает хотя бы в один из промежутков [т, т -f Д т ), 
[у, у -f Д у), [z, z -f Д т). Аналогично вычисляются остальные вероятности 
в правой части равенства (1). Подставляя их в равенство (1), деля обе 
части этого равенства на Д т, Д у, Д т  и переходя к пределу при Дт-эО ; 
Д у —>0; Дт-эО, мы получим следующее выражение для совместной плот­
ности fr st (т, у, т) порядковых статистик £(r), £(s), при 1 < r < s < t < n ,
s ^ r - f l ,  t ф s +  1, X  <  у <  z:
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frst{x,y,z)

x (F (z) -  F(y))‘- ’ - 2( 1 -  F(z))M ((r -  1 )F1(x)f(x)(F(y) -  F(x)) 
xf(y)(F(z) -  F(y))f(z)( 1 -  F(z)) +  F(x)fi(x)(F(y) -  F(x))f(y) 
x(F(z) -  F(y))f(z){ 1 -  F(z)) +  ( s - r -  l)F(x)f(x)(Fi(y) -  Fi{x)) 
xf(y)(F(z) -  F(y))f(z)( 1 -  F(z)) +  F(x)f(x)(F(y) -  F(x))f1(y) 
x(F(z) -  F(y))f(z)( 1 -  F(z)) +  ( t - s -  1 )F(x)f(x)(F(y) -  F(x))f(y) 
x{Fi(z) -  F1(y))f(z)( 1 -  F (z)) +  F(x)f(x)(F(y) -  F(x))f{y) 
x(F(z) -  F(y))Mz)( 1 -  F(z)) +  (n -  t)F(x)f(x)(F(y) -  F(x))f(y) 
x ( F ( z ) - F ( y ) f ( z ) ( l - F l(z)),

где f(x)  и /i(x ) -  плотности, соответствующие функциям распределения 
F(x)  и Fi(x).

Аналогично вычисляются плотности f r3t(x,y,z)  при г =  1, t =  n, s =  
г +  1, t =  S +  1.

Для вычисления функции мощности P(Zi  >  t(a,n)\Hi)  нам понадо­
бится совместная плотность / i ,n_ i,n(x, у, z) порядковых статистик 
^(n-i)> ^(n)i построенных по п независимым наблюдениям, одно из кото­
рых имеет показательное распределение с параметром Л*, а все остальные 
—  показательное распределение с параметром Л. Она имеет вид:

=  (п -  1)(п -  2)Л1е- А1* ( е -Лх -  е - Ау)п- 3Л е -А!'Л е -Лг

+ { п  -  1)(п -  2)(п -  3)Л е-Аг(е"Аг -  e - Ay)n- 4(e"AlX -  e- Xiy)Xe~XyXe~Xz 

+{ п  -  l)(n  -  2)Хе~Хх( е - Хх -  e - Xy)n- 3Xie- XiyX e - Xz 

+  (n -  l)(n  -  2)Xe~Xx(e~Xx -  e - Xy)n- 3X e - XyXie~XiZ.

Выполняя замену t =  Аж, u =  А(г — у), v =  A (z — ж) и учитывая, что мо­
дуль якобиана преобразования равен -р-, получим совместную плотность 
случайных величин А£(1), A(f(n) -  £„_i)), A(f(n) -  £(1)):

<p(t,u,v)

=  (тг -  l)(n -  2)/xe-t(n- 1+'i)e -(2t' - “)(l -
+ (л  -  1)(тг -  2)(n -  3)e- ‘(n-H-M)e-(2v-u)(i _  g - M j n - 4 ^  _  e-(v-u)M)

+  (n -  l)(n  -  2)/ге-‘(п- 1+м)е - ^ +1)ем и (1 -  е-(« -* ))» -з

+ (n  -  l)(n  -  2)Ate-<(n- 1+^ e - ^ +1)eu(l -  e-(v -« ))» -3 t



О мощнности статистических критериев 183

где ц =
Зная (p(t,u,v),  можно вычислить совместную плотность i{)(u,v) слу­

чайных величин А(£(„) -  £ („ -i)), А(£(п) -  £(1)):

гоо
tp (u ,v )=  /  if(t,u,v) dt.

J о

Так как то€(n)-4(i) ’

гоо rv x

P (Z i >  X I Hi)  — 1 — /  dv ÿ{u,v)  du.
Jo Jo

Окончательно функция мощности критерия Z\  имеет вид:

, *  / . Л  ( n - l ) ! ( l - x ) n- 3((n +  / i - 2 ) ( l - x )  +  l) 1
“  ----------------------------- Д  1 +  Ц 1 - 1 )

(п -  1)! (1 -  х ) - °  "^? 1

п -  1 +  М (* +  /*)(! - х ) +  1

(п -  1)! (1 -  x)n~2 1

n - l  +  /i /i +  А:(1 -  х) '

Здесь через х обозначено для краткости критическое значение t(a, п), 
0 <  X < 1 . В ходе преобразований использовалось тождество

У '  ( ~ l ) kç k  _____________ Hz___________  / а >  0).
“ А +  а  п а ( а  +  1 ) ............ (а  +  п ) ’

Аналогичным образом получены выражения для функций мощности 
критериев Z 2 , ■ ■., Zß. Например, для Z 2  она имеет вид:

, а ,.л (^ (i — х)(2п +  д — 3) +  (п — 1) (1 +  (п — 3)(1 — х)))

1 ~  -  (n -  1 +  /*)(»- 2  +  /i)

х(п -  2)' (1 -  х)71-4 Т Т ______ -________ I____ ^  ~  х)------------------------
1 М  ’ H  l +  fc(l -x) +  ( п - 1  +  /*) (п-2  +  /х)
л—3 j

* Д  /*+ *(!-*)
(n -  1)! (1 -  x)71“4 n- 4 1 n

+  ( n - l  +  / . ) ( n - 2  +  /.) Ц 1  +  (м +  * ) ( 1 - * ) ’ *  ‘
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