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Z e n o n  M o s z n e r

Sur un problème de Marley

Résum é. On donne une méthode de la construction des solutions du 
système des équations fonctionnelles liées avec la théorie de l ’aggrégation 
([3]) et de leur généralisation.

J .  Aczél pendant le 33ème IS F E  en 1995 a formulé ([2]) le problème suivant 
de A . A . J .  Marley, lié avec la théorie de l ’agrégation ([3]).

Soit R ++ =  (0, oo). Donner toutes les fonctions F , # ,  G  telles que F  =  
(Fu . . . , F n),  H  =  ( # b . . . ,  Hn) , Fj : R» + — ► (0,1), Hj : (0,1)™ — > (0,1) 
( j  =  1, . . . ,  n ) , G  : R + +  — > Ш++ et

H  (F  ( x \ h  X\ n) F  ( i mi , . . . ,  x mn))

F  (G ( x n , . . . ,  x mi ) , . . . ,  G  ( i i n , . . . ,  x mn)),

j= l j = 1

3 "Ф ■ K + +  — > M++ : F ( a z i , . . . , a z n ) ■■= ip (a)F  {zu . . . ,  zn) ,

3 Ф : K + +  — >• M++ : G { a \ x i , . . . , a mx m)

Ф (cri, . . . ,  a m) G  {x 1, . . . ,  x m) .

On considère aussi la condition complementaire suivante:

Fl  (я-н, . . . , з?1п) . .  •,  x m \ i , x mn)

F  (G ( х ц , . . . ,  x mi G  (x in , . . . ,  x mn) ) .

G.  Maksa a donné une réponse à ce problème ([5]). Les fragments de cette 
note se trouvent dans [3].

(2)

(3)

(4)

AMS (1991) subject classification: 39B22, 39B62.
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1. Une méthode de la construction des solutions des équations (1),
(2), (3) et (4)

L ’implication suivante a lieu d ’après (1)

F  ( E m , . . .  , x vn) =  F  (j/i/i, . . .  ,yi/n) pour и — 1 , . . .  , m = >

F  (G (lu , • • • i ^ml) , • . • , G (xinj • • • , %mn)) (6)

=  F  (G  (уц, • • • , Ут1 )>•••) G  (У1тп • • • ) Утп)) ■

Nommons par un niveau chaque ensemble de la forme F -1 ({y }), où y 6 
F ( R ” + ). Ces niveaux forment une décomposition de l ’ensemble R ” + . Si G est 
donnée, nous pouvons définir par cette fonction une opération * sur ( R " + )m 
de la façon suivante. Soit x„  = (x„i,. . . ,  x vn) pour и  = 1,. . .  ,m  et posons

X \  * X2 * • • • * X m := G  (1, . . . , 1) ( G  ( lu ,  . . . , Х т \ )  , . . . , G  (llm  • ■ ■ 1 %тпп)) •

On peut donc interpreter l ’implication (6) de la manière suivante. La fonction 
F  doit être telle que les niveaux de cette fonction forment la décomposition 
invariante par rapport à l ’opération *, c. à d. si x„ et y„ =  ( y „ i , . . . ,  yun) sont 
dans le même niveau pour v  =  1, . . . ,  m, alors x \ * ■ • • * x m et y\ * ■ ■ ■ * ym sont 
aussi dans le même niveau.

Il résulte d ’après les conditions (2) et (3) que chaque demi-droite dans R ” + 
qui passe par le point (0, . . . ,  0) € R n doit être contenue dans un niveau de 
F. Puisque G  remplit la condition (4) le sous-espace S  de l ’espace R " + pour 
lequel xn — 1 est invariante par rapport à l ’opération * et de là les restrictions 
des niveaux de F  au sous-espace S  forment la décomposition de S  invariante 
par rapport à *.

Retournant nos considérations nous pouvons construire chaque solution 
du problème en considération par la méthode suivante. Prenons une solution 
arbitraire G de (4) et une décomposition de S  invariante par rapport à *. 
Considérons la fonction F  de S  dans (0,1) ,  stable sur chaque composante 
de la décomposition de S  et telle que (2) est remplie et en autre arbitraire. 
Prolongeons cette fonction F  sur R " + de la manière qu’elle est constant sur 
chaque demi-droite de R ” + passante par ( 0 , . . . ,  0) G K n. Enfin définissons H  
par (1) sur [F (R ” + )]m et arbitrairement sur (0, l ) mn \  [F (R "  + )]m pourvu que 
(2) ait lieu. La fonction H  est bien définie puisque l’implication (6) a lieu.

Il résulte de nos considération que le problème examiné est équivalent au 
problème de déterminer toutes les décompositions de S  invariantes par rapport 
à *, c. à d. toutes les relations d ’équivalence invariantes par rapport à * (toutes 
les congruences).

Nous donnerons quelques exemples.
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E xemple 1
Soit G arbitraire remplissante (4).

a) Si nous prenons S  comme la seule composante de S,  cette décomposi
tion est évidemment invariante par rapport à *. Cela désigne que 
F ( x i , . . . ,  x n- i ,  1) est constante, donc F  (x i , . . . , xn- h  1) =  ( c i , . . . ,  c „ ) , 
où c„ G  (0,1) pour V — 1 , . . . ,  n  et c\ +  • ■ ■ +  cn — 1. La fonction H  est 
donnée par (1) seulement dans le point po =  ( c \ , . . .  , cn , ■ ■ ■ , c \ , . . . ,  Cn) € 
(0, l ) mn par H(po) — ( c i , . . . ,  c„) et H  sur (0, l ) mTl \  {p0} est arbitraire, 
pourvu que (2) ait lieu.

b) La décomposition S  aux ensembles qui n’ont qu’un point est aussi 
invariante. Pour la fonction F  (aq, . . . ,  xn_ i ,  1 )  on peut et il faut 
prendre dans ce cas une fonction injective arbitraire, pourvu que 
X ) " = i  F j ( x i , . . . ,  x n- i , 1 )  =  1 sur S. La fonction H  est définie par ( 1 )  

sur (F ( S ) ) m et en autre sur (0, l ) mn elle est arbitraire, pourvu que (2) 
ait lieu.

En particulier si nous prenons F  (x i , . . . ,  x n- i ,  1) de la forme

Fj  (xi , . . . , Xji — 1, 1 ) djXj  I 1 -f- ^  ' Qji/Xi/ I

Fn (^1) • ■ ■ i %n—1) 1) =  "b ^  ] (ii/XL ,

-1

pour j  =  1, . . .  , n  -  1,

où a,j G  K + + , elle est injective et pour H  nous recevons

H  ( u n , . . . , U\rii • ■ • , U m j , , ^ mn )

{  1 Ull 1 Цщ Л
\0 ,l  U\n f l i  Umn )

où Uij G  ( 0 ,1 )  et ] C j = i  u ij =  1 pour i =  1 , . . . ,  m .  La fonction H  est en autre 
arbitraire sur (0, l ) mn, pourvu que (2) ait lieu.

Si la fonction F  remplit (2) et (3) elle doit être de la forme

/  1 Uin_i  f umn— 1 \
\ a n_i  u i n l y y

= F  G

F  ( x i , . .  . , ! „ )  =  /

On suppose dans le théorème de G . Maksa ([5]) que la fonction /  est 
injective. Remarquons que cette injectivité est équivalente à l’injectivité de la 
fonction F  ( x i , . . . ,  x n- i ,  1 ). En effet nous avons la liaison suivante entre ces 
deux fonctions
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(

F { x  =  /
Xl X n - l
71— 1 ’ ’ 71— 1 71— 1

1 + Y l xi 1 + Y l xi 1 + 1l ,xi
\  i=i i=i i=i )

Si donc F  ( x i , . . . ,  xn_ i ,  1 ) — F  ( y i , . . . ,  yn- i ,  1) et /  est injective, alors

71—1
Vu
71— 1 pour U =  1, . . . ,  n — 1

1 +  Y ^ x i  1 +  ^ 2 y i
l= i l=i

et
1 1
n—1 n-1 ’

1 + Y l xi 1 + Л у *
(=1 1=1

d ’où x v =  y„. Inversement si / ( z i , . . . , z n) =  f  ( щ , . . .  , u n) et £ ”= 1z„ =  
2 ”= i =  1, alors F ( z b . . .  ,z n) =  F  ( « i , . . .  , u n), d ’où puisque

F ( x  î , . . .  , x n) =  F  ( f j - , . . . ,  l )  nous avons

Si la fonction F  ( x i , . . . ,  xn_ i ,  1) est injective il en résulte que pour
p =  1, . . .  , n  -  1, d ’où Zj/ =  auv pour v  =  1 , . . .  , n  — 1 et a =  f*-. Aussi

“ n
2n =  aun. Nous avons donc

71 71 71

i =  ^ 2  uv =  ^ 2  zv ~ a X ] Uu ~ a'
I/=l l/=l l/=l

alors zv =  uu, c.q.f.d.

E xemple 2
Soit G  ( x i , . . .  , x m) =  x “1 . . .  x £t*, où a i , . . .  , a m sont des nombres entiers 

( =  Z ) et soit n — 2. L ’ensemble E  =  {2e; c 6 Z ) est un sous-groupe du groupe 
multiplicatif M ++. Décomposons S  aux ensembles C x  {1},  où C  G R + + / E  
(le groupe quotient). Cette décomposition est invariante. Soit g i une bijection 
de R + + / E  sur (0,1) et g(x)  =  g i {C )  pour x G C . En posant F ( x i , l )  =  
(g(xi) ,  1 - g ( x ] ) )  nous constatons que les composantes de notre décomposition 
de S  forment les niveaux de F . La fonction H  est par (1) définie sur [F (F )]m =  
[{(z , 1 — z); z G (0, l ) } ]m de la manière suivante:
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H  (zb  1 -  z i , z 2, l  -  z2, . . . , z m, l  -  zm)

= ^  { f l  [ô_1(^)]°^ ,! - 9  | n  -

où g ~ l (z{) désigne quelconque élément u, pour lequel д(щ) =  z, (H  ne dépend 
pas du choix de щ puisque la famille des niveaux de F  est invariante) et H  
est arbitraire sur (0, l ) 2m \  [F (5 )]m, pourvu que (2) ait lieu.

En particulier nous pouvons prendre gi (C )  =  gi (Еа)  =  /i(a ), où a G [1,2)

et h(a) =  - o  +  3 -  £ -  ^  pour a G [2 -  £ ,2  -  , к =  1 ,2 , ------La

fonction h est une bijection de [1, 2) sur (0, 1) et pour g ~ l (z{) il suffit prendre 
h ~ l {zi).

Exemple 3
Soit à présent G  comme dans l’exemple précédent et n =  2. En remplaçant 

E  dans cet exemple par l ’ensemble des nombres rationnels positifs nous rece
vons un autre exemple. Si dans G  comme plus haut nous supposons seulement 
que a i , . . . ,  am soient rationnels et remplaçons E  par l ’ensemble des nombres 
algébriques positifs nous recevons encore un exemple.

2. Une généralisation du théorème de G. Maksa

T héorème

Si  (1), (2), (3), (4) et (5) ont lieu et F  ( z i , . . .  , z „ _ i ,  1) est injective, dans
ce cas

G ( y i , . . . , y TO) =  с Ф ( у 1, . . . , у т) (7)

pour un c G R + + , où Ф remplit la condition

Ф ( х 1у и . . . , х т у т ) = Ф ( х ь . . . , х т ) Ф ( у 1, . . . , у т ), (8)

où f u : K + 4.1 — > R + +  et

[ / , ( R + + ) ] m c { ( y i , . . . , y m) G R ! [ ,+  : G  ( y i , . . .  , y m) =  G ( 1 , . . . , 1 ) }  (10)

pour V =  1 , . . .  , n  et H  =  (H \ , . . . ,  H n) , où
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Inversement si les fonctions G , Ф, F  et H  remplissent les conditions (7 )-(1 1 ) 
elles satisfont aussi aux conditions ( l ) - ( 5 ) .

Démonstration. En posant x \  =  • • • =  xn =  1 dans (4) et en désignant 
c =  G  ( 1 , . . . ,  1) nous recevons (7) et (8). Nous avons ip(a) =  1 d’après (2) et
(3), d ’où

=  . (12) 
V zn Zn J

Nous recevons d ’après (1) et (5)

F  {G {Fl ( s u ,  • • • , ®ln) ) • • • ) F i  (Xjni, . . . , Imn))i 

■ ■ ■ i G (F n ( i n , . . . ,  xxn) , . . . ,  F n (xmi , . . . ,  xmn))) (13)

— F { G  ( хц,  • • • , xmi ) , . . . ,  G  {x \n, . . . ,  xmyi)),

d ’où d ’après (12), (7), (8) et l ’injectivité de F  ( z \ , . . .  , z „ _ i , 1) on a pour v =  
1 , . . .  , n  -  1

q  f  X  \ n l  v  ( s u ,  • • . , S j n  )

\ x \ i / F n ( s и , . . .  , S i n)
Zm nFi/ ( s m ] , . . . , Xmn ) 
Xmi/Fn ( s mi

, . . • , Xmri) \
, . . . , Xmn) J

G {  1, —  1) -

En désignant

fv{z \ , - .
FV (.21, • • • , Z n - 1, 1)

zvF n {z\ , . . . ,  Zji—i, 1)

nous constatons que (10) a lieu. De là

Fu (z i, ■ ■ ■, zn— i , 1) — Zvfu { z \ , . . . ,  Zji—i ) F n { z \ , . . . ,  zn- i ,  1)

et d ’après (2)

F n ( z i , . . .  , z n~i ,  1) =
fl—1 -1

1 +  $ Z z* ' / « ' ( * b - - - , Z n - l )
IV = 1

Si nous prenons f n {z\ , . . . ,  zn_ i )  =  1 nous recevons (9) et d’après (5) nous 
avons (11).

Pour démontrer la deuxième partie du théorème il suffit vérifier seulement 
(1) et pour cela il suffit montrer (13), que résulte de (7), (8) et (9), puisque 
d ’après (10) on a
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G
3-ln —

f j
;ln J  V

^ml

%mn
x mn—1 

3-mn
=  G ( 1, . . . , 1)

pour L> =  1, . . . , П.

R emarque 1
Si nous supposons que

V z e R + +  [ х ф  1 = » G ( a : , . . . , z )  # G ( 1 , . . . , 1 ) ] ,  (14)

dans ce cas d ’après (10): /^(R+Ij.1) =  {1},  alors / „  =  1, donc F  et H  ont la 
forme comme dans le théorème de Maksa. En particulier (14) a lieu si

V x  € R + +  [G ( x , . . .  , x) =  x]. (15)

Inversement si toutes les fonctions F  et H  remplissantes (1) et (5) ont 
les formes (9) et (11) avec / „  =  1 dans ce cas (14) a lieu, puisque dans le 
cas contraire il suffit prendre dans (9) et (11) / i  =  / 2 =  ••• =  / n_ i  =  1 et 
/ „  =  xq ф 1, où G  (æo, . . . ,  xq) =  G  ( 1 , . . . ,  1) pour avoir une contradiction.

R emarque 2
Si nous supposons (14) nous constatons d ’après la démonstration du thé

orème qu’on peut supposer dans ce théorème la condition (5) seulement pour
Xuti =  zi/x {v =  2, . . . ,  m; p = l , . . . ,  n).

R emarque 3
L ’implication (14) a lieu si

m
G  ( x i , . . .  , x m) =  ex“1 . . .  et ^ a . T ^ O .  (16)

i= 1

Dans ce cas nous recevons le théorème de G . Maksa ([5]). Si аг — 0 
nous avons les deux possibilités:

(a) au moins un аг est ф  0,

(b) üf - 0 pour г — 1 , . . .  , m .

Dans le cas (a) chaque ensemble /„ (R + + 1) n’a qu’un seul point, alors 
f v =  ku (const.) et en autre arbitraires. Dans le cas (b) les fonctions / „  sont 
arbitraires.

R emarque 4
La supposition (14) est plus faible que les conditions (15) et (16). On peut 

ça montrer en considérant un homomorphisme G  (x i , . . . ,  x m) de (Я + + , •) dans 
( R + + , .) qui a comme le noyau les suites (aq, . . . ,  xm) des nombres algébriques 
pour lesquels Х1Х2 ■ ■ ■ x m — 1.
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R emarque 5
La fonction F  ( z \ , . . . ,  2п_ ь  1) ne doit pas être injective pour la fonction F  

donnée par (9). En effet si nous posons f \  (z j, 1 , . . . ,  1) =  jj- pour z\  algébrique 
et f v =  1 (i/ =  1 , . . . ,  n) en autre dans (9) nous recevons F  (z\ ,  1 , . . . ,  1) =  

(n> - - * > n) . Dans ce cas nous prenons G  tel que

{ ( У ь - - - , У т )  G R + +  : G  (yi ,  . . . ,  ym) =  G  ( 1 , . . . ,  1)} =  A m,

où A est le corps des nombres algébriques. Si (14) a lieu ou si G  ( y i , . . . ,  ym) =  
cy“1 • • • la fonction F ( z j , . . . ,  i , 1) est injective, sauf le cas a i =  • • • =

R emarque 6
Les fonctions / „  dans (9) et (10) ne sont pas déterminées uniquement par 

les fonctions F  et H,  elles sont désignées avec précision jusqu’à une fonction 
multiplicative de R" + dans R++, indépendate de v.

R emarque 7
Remarquons que le problème de Marley complété par (5) est équivalent au 

problème de la solution des équations (3), (4), (13) avec ^ ”=1 F j  — 1» puisque 
si nous définissons H  par (5) nous aurons (1).

3. Une généralisation de l’équation (13)

J .  Aczél m’a posé le problème de la solution de l’équation

K ( L ( F \  ( х ц , . . . ,  x i „ ) , F \  (xmi , ,  x mn) ,

• • ■ i L (F n ( х ц , . . . ,  Xin) , . . . ,  F n (xmi , . . . ,  x mn))) (17)

=  F  (G ( in ,  • • • j 3-ml ),•••,  G (xjn,. . . ,  xmn)),

où F  et G  sont comme plus haut, K  — ( K i , . . . ,  K n), : R " + — > (0,1) ,  K  
satisfait aux conditions analogues que F  dans (2) et (3) et L : R ^ + — >• R ++ 
remplit la condition analoque que G  dans (4). Cette équation c ’est une générali
sation de l’équation (13).

Si G  est une fonction stable (G  =  a),  dans ce cas on peut prendre 
F  : R " + — ► (0, 1)"  arbitraire, pourvu que (2) ait lieu et, pour L  donnée, 
poser K  — F  ( a , . . . ,  a) sur l’ensemble

{L (F i ( х ц , . . . ,  x i „ ) , . . . ,  Fi  (xmi , . . . , x mn) ,

. . . ,  L (F „  ( xu , . . . ,  x ln) , • • . ,  F„  (xmi , . . . ,  xmn)) : Xjj G

et en autre arbitraire sur R ” + .
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Je  vais donner une idée de la solution de ce problème dans le cas si 
F  ( i i , . . . ,  xn_ i ,  1) et K  ( xx, . . . ,  x „ _ i ,  1) soient injectives, G  ( z \ , . . .  , z m) =  
az“1 • • • z(£" , L  ( z j , . . . ,  zm) =  ùzj1 • • • zj£* et G  pas constante.

Nous avons d ’après l ’injectivité de F  (xx, . . . ,  x„_x,  1) et K  ( x i , . . . ,  x n_ i ,  1), 
en désignant

Фи ( xb . .
F ( x i , . . . ,  x n_J ,  1)

F n (̂-li • • • )^n-1) 1)

pour i/ =  1.........n -  1, équivalence suivante

Ь(Фц:(Х11) . . . ,  X xn— X ) , . . .  , Ф  к (xmx, . - . , Xmn_x))

=  к { у ц , . . .  , У I n - 1) i • • ■ ? Ф  Jt (î/mb ■ • • i У т п —l))
pour к =  1, . . .  , n  — 1 (18)

'■ г G  (х\к, • • • , Хтк) =  G  (y\ki ■ • • i ^rnk)

pour к =  1, . . . ,П  — 1.

A u moins а„ dans G  est ф 0 (G  n’est pas stable) et dans ce cas aussi Ь„ ф Q 
puisque dans le cas contraire si nous posons dans (18): x aß =  yaß, ß =  
1, . . .  , n —1 et а  =  l , . . . , i / - l , i / + l , . . . , m e t  (x„x, . . .  , x m - i )  Ф  (j /„x, . . . ,  y ™- x )  
nous recevons que le membre gauche de (18) a lieu et le membre droit n’est 
pas vrai. Si a„ =  0 dans ce cas aussi bv =  0, puisque dans le cas contraire 
d’après (18) Ф^ sont stable pour к =  l , . . . , n — 1. Puisque £)"=1 Fj  =  1

on a F n = }  +  E U  ф  fc
FV ( x i , . . . ,  Xn—X11) =  Fn

, donc Fn ( x i , . . . ,  xn- i ,  1) est aussi stable, alors

' x i , . . .  , x n_x,  1) Ф^ (xx, . . .  , x„_x)  sont stables pour 
I/ =  1 , . . . ,  n — 1, contrairement à l ’injectivité de F  (xx, . . . ,  xn_x, 1) .  Supposons 
que а\ ф 0, donc 6i ф 0. Si nous posons dans (18) yaß =  1 pour а  — 2 , . . . ,  m  
et ß  =  1 , . . . , т е  -  1 et y1/3 =  x x ^ x ^  ••• x c™ß, où cu =  а (v  =  2, . . . , m ) ,  
nous voyons que le membre droite de l ’équivalence (18) a lieu, donc d ’après le 
membre gauche pour к =  1, . . . ,  n — 1

e* Ф *(® ц х^ x \ncmml’ * * * “ ■ xm n-1)

— ФХ: (Xxx,. . . , X\n — 1 ) Фхс (̂-21) ■ • • > %2n—l) * * * Ф/с (̂ -ml i %mn— 1 )
(19)

où d„ — bub̂  (u — 2, . . . , m )  et e* € R + + , alors Ф*, doivent être des solu
tions de l ’équation comme plus haut. C ’est une équation du type de Cauchy. 
Nous voyons que par le changement convenable des variables et des fonctions 
cherchées nous recevons l ’équation linéaire (généralisée), dont la théorie est 
donnée p.ex. dans [1] p. 66-72 ou [4] p. 339-345. Dans la suite F* =  F n ■ Фк

pour =  l , . . . , n  -  1, où F„ = [1 + Е" = 11 ф г , puisque Y%=iFj = L
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Il faut prendre les solutions de (19) telles que Ф =  (Ф 1, . . . ,  Фп- 0  est 
injective puisque dans ce cas et seulement dans ce cas F  (x  1, . . .  , x n_ i ,  1) =  
( F i , . . . ,  F n) , où F* sont définies comme plus haut, est injective.

Inversement on voit facilement que si F  (aq, . . . ,  xn_ 1,1)  injective est const
ruite comme plus haut, alors le membre gauche de (18) entraîne le membre 
droit. Si nous connaissons la fonction F  nous receverons la fonction K  par 
l’équation (17) et l ’équivalence (18) nous assure que cette définition est cor
recte.
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