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L’équation de translation et I’équation de Sincov
généralisée

Résumé. On donne une liaison entre I'’équation de translation (1) et
I’équation de Sincov généralisée (2), aussi dans le cas du type de Pexider
((20) et (23)). On formule aussi quelques problemes ouverts.

Nous comprenons par I’équation de translation (de transformation) I’'équa-
tion de la forme
F(F(a,x).,y) = F(a,x my), ()

ot F : T XS —>T est une fonction cherchée, I' étant un ensemble arbitraire
et (S, ¢ une structure algébrique par raport a l'opération ¢ :S xS —S (un
groupoide — dans quelques applications I'opération < n’est pas définie sur
S x S tout entier). Cette équation joue un réle fondamental dans beaucoup
des domaines de mathématique ([9]) et elle possede déja une théorie générale

([13D).

L’équation de Sincov généralisée c’est I’équation de la forme
G(a,R)-G(R,y) = G(a, 7), 2)

ou G :I xI' — S est une fonction cherchée. L’équation de Sincov joue un role
dans la théorie de la probabilité dans le processus de Markov ([1] p. 223-224).

L’objet de cette note est donner une liaison entre ces deux équations. L’idée
de cette liaison est suggérée par les considérations dans [5] (autour de la notion
de "GroRengleichung™), rappelées par D. Gronau au cours de 9eme conférence
européenne sur la théorie de Il'itération (European Conference on Iteration
Theory — ECIT) en Autriche en 1994 et pendant 33eme symposium au sujet
des équations fonctionnelles (International Symposium on Functional Equa-
tions — ISFE) en Espagne en 1995 ([6]) et publiées dans [7]. Cette liason nous
permet de donner une forme générale de la solution de (1) dans le cas si S
forme un groupe abélien.

AMS (1991) subject classification: 39B12, 39B52.
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1. Supposons que la solution F de I'équation (1) soit telle que
F(a, ¢) : S — T est une bijection pour chaque a de I 3)
et désignons par G la fonction de ' x I' a S telle que

F(a,x) = B -®=> x = G(a,R). 4)

Nous avons de la

I
~

F{R,y) Y= G{R, 7),
7= F(R,y) = F{F{a,x),y) = F{a,x my) <=t> xmy = G{a, /),

alors (2) a lieu.
D’apres (3) et (4) la fonction

G(a, ®m :I' — S est une injection pour chaque a de T, (5)

donc si nous fixons a = ao et posons h(S) = G(ao, S) nous obtenons d’apres
(2) pour a = Oo:

h{R) 1GiR,")) = /1(7), dou 7 = h~x(h{l}) 1G(/2,7)). (6)
Posons G{f§, 7) = r, d’ou 7 = F{[3,2), alors
F(R,z) = h~1(h(B)-2), @)

ou h(R) = G{a0,B).
Nous allons montrer que h est une bijection de ' a S. En effet pour une
fonction G : ' x ' — S remplissante (5) la conditon

Va €r: G(a,l) =S )

est toujours remplie, puisque dans ce cas il doit exister une fonction F : xS —m
I pour laquelle (4) a lieu, d’ou pour x G5, a G T arbitraires et B = F(a,x)
nous avons G(a, RB) —x.

Il résulte de nos considérations que la solution F de (1) remplissante (3)
est donnée par (7) avec une bijection h : T —S.

Inversement si G : T x T -7 S est une solution de (2) et (5) a lieu, dans ce
cas F :T x S —»[ définie par (4) est une solution de (1) pour laquelle (3) est
remplie.

Nous avons donc démontré le
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Théoréme 1

L 'équivalence (4) donne une correspondance biunivoque entre les solutions
de (1) remplissantes (3) et les solutions de (2) satisfaisantes a (5). La solution
de (1) remplissante (3) est donnée par (7).

La fonction F donnée par (7) est une solution de (1) si et seulement si
S est associative. Si I’équation (1) a la solution F remplissante (3) pour un
a= oo GTI, alors S doit étre associative, puisque

F(a0,(x my) mz) = F(F(a0,x my),z) = F[F(F(a0,x),y), z}
= F(F{a0,x),y mz) = F(a0,x m{y mz))

nous donne (X my) mz — X m(y mz).
La fonction F donnée par (7) remplit (3) si et seulement si

VX,y,zES: X-y —X-z =» y= 12

et
VX,y €S 3r€5: x-z —y.

La structure S associative et remplissante les conditions plus haut ne doit pas
former un groupe, comme cela montre I'exemple suivant: S — {a, b}, af b
avec l'opération a a= b-a= aeta-b = b b= b Mais si S est abélien, il doit
former un groupe.
D ’apres le théoreme 3 dans [1] p. 356 si pour une solution G de (2) a lieu
8) et
3/0er: G(T,Ro) = S, ©))

dans ce cas (S, ® forme un groupe. Dans ce cas la formule (7) nous donne
([1] p. 356, Théoreme 2)

G(R,1) = [h(R)}-1-h(1). (10)

Pour une fonction G comme plus haut la condition (9) est équivalente a la
condition
n~(r~y)y~o0- (11)
xes
Il résulte de notre considération que s’il existe une solution F de I’équation
(1) remplissante (3) et (11), alors {S,-) doit former un groupe.
La fonction F donnée par (7) remplit (11) si et seulement si

3bo € 5Vo€53i €5 : xma= bom
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2. Supposons dans la suite que (S, ¢) forme un groupe. La solution F de
(1) ne doit pas remplir (3) dans ce cas. En effet si I = K\ {0}, (S,-) est
le groupe (R+,-) multiplicatif des nombres réels positifs. Fi(a, X) = a mx est
une solution de (1) que ne remplit pas (3), puisque x -> Fi(a, X) n’est pas
surjective, étant injective, F~a, =) = h~1(h(a) mx), ou h est une bijection de
a R+/Q+ (le groupe quotient de (R+,-) par rapport au sous-groupe Q+
des nombres rationnels positifs), étant une solution de (1), ne remplit pas (3),
puisque x — F2(a,x) n’est pas injective, étant surjective et Fz(a,x) = 1 étant
aussi une solution de (1), ne satisfait pas a (3), puisque x —» F(a,x) est ni
injective ni surjective. Nous montrerons dans la suite que la solution F de
(1) doit remplir (11) si S forme un groupe. Dans le cas si S ne forme pas
du groupe, il existe une solution F de (1) qui ne satisfait pas a (11), méme
remplissante (3), p. ex. F(a, x) = a-x, pour ' = S = {a, b} comme plus haut.

Si S forme un groupe la supposition (3) pour une solution de (1) est
équivalente a la suivante:

— il existe un a0 de I' tel que F(ao, ) est une bijection.

En effet soit a arbitraire dans I'. 1l existe un xOde 5 tel que F(a0,x0) = a,
d’ou F(a, xX) - F(a0,xo0 *x), alors si F(a0,-) est une bijection, F(o. ® est la
méme.

Nous allons montrer comme on peut donner par (7) une forme de la solution
générale de (1), si (S, ¢) forme un groupe abélien.

Les lemmes suivants ont lieu pour la solution F de (1), sous la supposition
que (5, ¢) forme un groupe avec I'élément neutre e (dans les lemmes 1-3 pas
nécessairement abélien).

Lemme 1

Il existe une fonction f : " -> T telle que /(/) =/ et f(T) = F(r,S) etil
existe une solution F* : F(r,5) xS -+ F(I\S) de (1) telles que F*{a,e) = a
pour chaque a G F(I\'S) et F(a,x) = F*(/(a),x).

Démonstration. Posons f(a) = F(a,e) et F* = F|F(r S)x5. Evidement
/(/) = /m On a F(r,e) = F(T,S) puisque F(r,e) C F(F,S) et F(a,x) =
F(F(a, x),e). Soita GTI, d'ou F(a, e) G F(T, 5), alors

F(a,x) = F(F(a,e),x) - F*(F(a,e),x) = F*(/(a),x).
De plus nous avons pour a G F(r,S) = F(r,e), a = F(7,e) pour un 7 de T.

d’ou
F*(a,e) = F(a,e) = F(F(7,e),e) = F(7,e) = a.
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Lemme 2

Si F remplit la condition
F(a,e) = a pour chaque a GT, (12)
alors T = UfceA"T'b o0 M- g0 et MNr5= 0 pour Kk d s et
va,? e FTk3x GS : F{a,x) = R. (13)

Les ensembles ' sont nommés les fibres transitives de F.

Démonstration. La relation p définie comme il suit
api3 <=$m 3x GS : F(a,x) = B
est I’équivalence et il suffit prendre pour {*}"efl- I'ensemble I/ p.

Lemme 3

Pour F remplissante (12) et a fixé dans ' la famille
{{xe5: F(a,x) =0}}"
s’accorde avec la famille
S/SQ= {{Sa-x: XG5}/,
ou Sa est un sous-groupe du groupe S.

Démonstration. |l suffit remarquer que la relation
XxRay <=> F(a,x) = F{a,y) (14)
est compatible droitement avec I'opération ¢ dans S ([4] p. 68-69).
Lemme 4

Si le groupe S est abélien, le sous-groupe Sa est le méme pour chaque
ae Tk.

Démonstration. Si a et B sont dans ', d’aprés (11) il existe un élément
adans S tel que R = F(a, a). Nous avons d’aprés (12)
Sp={xGS: xRpe}={xGS: F(B,x) = F(B,e)}
= {xGS : F(a,amx) = F(a,a)}
= {xGS: F(a,amxma-1) = F(a, e)}
—{x GS : F(a,x) = F(a,e)} = {xGS : xRae}
= Sa.

Supposons dans la suite que S soit un groupe abélien et, pour F remplis-
sante (1) et (12), désignons 5* := Sa pour a G I'*, et
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Ff(a,C) = F(a,x) pour x GC GS/Skm (15)

S/Sk forme un groupe quotient et la fonction

n mr* X (S/Sk)->1T,

remplit I’équation de translation. De plus F~(a, ¢ est une bijection, on peut
donc appliquer pour la fonction F/, la forme

FE(a,C) = h-l1(hk(a) mC) pour a GTI*,

ou hk : r=; — S/Sk esf une bijection. Puisque I'opération . dans le groupe
quotient c’est I'opération indiquée par I’'opération < dans S nous avons: hk(a)-
C = hk(a) mx pour a € C. Il résulte de la et d’aprés (15) que

F(a,x) - h~l(hk(a) mx) pour a GTI*,

ou hk : Tfc — S/Sk est une bijection.
Nous avons donc d’apreés les lemmes le

Théoreme 2
Si lafonction F : T xS — T remplit (1), ou (S, ¢ forme un groupe abélien,
alors ils existent

(@ une fonction/ : T — T telle que /(/) = T,

(b) une décomposition de I’'ensemble /(') = F(T,S) = ™ o O
FkHIC§ = 0 pour Kk @ s, telle que pour chaque k de K il existe un
sous-groupe Sk du groupe S tel que cardT” = card5/5fc,

(c) les bisections hk : —> S/Sk telles que
F(a,x) = h~ihkifia)) IX) pour f(a) GTkm (16)

On peut facilement vérifier que la fonction donnée par (16) est une solution
générale de I’'équation de translation si (5, ¢) forme un groupe abélien.

Remarquons que si nous comprendrons par S/Sk pas le groupe quotient
mais seulement I’ensemble des classes d’équivalence a droit du groupe S par
rapport au sous-groupe Sk, la formule (16) donne aussi une solution générale
de (1) si (S, ¢) forme un groupe pas nécessairement abélien, mais dans ce cas
la méthode de la démonstration doit étre différente ([10]). Il en résulte en
particulier que P(I', x) = /(') pour chaque x de S, d’ou la solution F de (1)
dans le cas du groupe S doit remplir (11).

Nos considérations restent valables, en particulier le lemme 4, aussi pour
le groupe (S, *) pas nécessairement abélien si la solution F de (1) est telle que
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tous ses sous-groupes Sa sont normaux. Géométriquement cela signifie que les
graphes des chaques deux fonctions de la famille {F(a, x)}x&S sont sur chaque
I’ensemble / - 1(I'*) identiques ou disjoints, c. a d. que

Vx,yeSVkKEK [Vob6/ _1lrf): F(a,x) = F(a,y) ou
Va €T 1(I'k): F(a,x) & F(a,y)] .

Cette condition est liée avec la propriété suivante: F est disjointe au point ao
(voir [9] p. 30), plus précisément elle est équivalente a la condition que pour
chaque k de K la fonction F\f-i”~Kk)xS est disjointe a chaque point (il suffit:
a un point) de I'ensemble f~1(Tk) ¢

Probléeme
Recevoir la forme générale (16) pour la solution de (1) par I'équation de
Sincov (2) dans le cas si (S, ® forme un groupe pas commutatif.

3. L’équation de translation peut avoir directement la forme de I’équation
de Sincov généralisée. Dans la théorie des objects géométriques non-différen-
tiels ([2] p. 20-21), si F(a, (x,y)) signifie la régle de transformation de cet
object et pour la famille des courves sur le plan a un parametre, c. a d. la famille
de telles courves que par chaque point du plan passe exactement une courve
de cette famille (p. ex. la famille des intégrales de I'équation différentielle
y' = /(x,y) ayante la propriété d’unicité sur R x R), si nous désignons par
F (a, (X, *)) la fonction dont le graphe c’est la courve de notre famille passante
par le point (X, a), nous obtenons I'équation de la forme de I'équation de
translation

F{F(a, (x,¥)). (v, 2)) = F(a, (x, 2)) a7
avec
F(a, (x,x)) = a. (18)

Dans I’équation (17) S forme le groupoide de Brandt des paires ([2] p. 11),
c.ad S = A x A (A I'ensemble arbitraire, ici A C R), avec lI'opération
définie comme suit:

(a, b) m(c,d) = (a,d) <=> b=c
L’équation (17) a la forme de I'équation de Sincov généralisée (2)
Fla, ) #-(-.(v,2)) = F(a. (X2),

ou # signifie la superposition des fonctions de la forme F(-, (a, b)). Dans cette
derniere équation S est I’ensemble des fonctions F(-, (a, b)) et ' = R, dans ce
cas S forme un groupe si (18) a lieu ([2] p. 20-21).
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L’équation plus générale que (17)
F(F(a (x,y,a), (Y,z,b) = F(a,(x,z,a =b)), (19)

ou F : T X(A XA x S) —» I, I et A étant des ensembles arbitraires, S formant
un groupe par rapport a I'opération ¢, sans les conditions complémentaires
(p. ex. de la forme (18)), est résous dans [14].

L’équation (19) dans le cas si (S,-) = (R+,+) est un cas particulier des
équations de Chapman Kolmogorov pour le processus de Markov homogéne

([3]1 p- 61).
4. considérons maintenant I’équation de translation du type de Pexider
Fi{F2(a,x),y) = F3(a, (x my)), (20)

ou Fi :M2xS —r3, F2:TixS —»r2, F3:rlx s — r3sont des fonc-
tions cherchées, 'x, 2, '3 étant des ensambles arbitraires et (S. ® forme un
groupoide donné.

Supposons que

F{(a,*) pour i = 1,2,3 soient des bijections pour chaque
a de I'ensemble I'2, I'1, I 1 respectivement.

Il existent dans ce cas les fonctions: G\ : F2x 3 —=as, G2 : Tj X r2—s.
G3:T1lx r3—s telles que

Fi(a,x) = B <=> x = Gi(a,B) pourr= 1,2,3. (22)
Il en résulte que

F2{a,x) = B <"=> x = G2{a,R)

et
Fi(Ry) = 7 <=> y = Gi(/3,7),
d’ou
7 = Fi{F2{a,x),y) = F3{a,x -y) 4=> x-y = G3(R,7),
alors

G3{a,j) = G2(a,R)-G1(R.y). (23)

C 'est I'’équation de Sincov du type de Pexider.
Supposons maintenant que (5, ® forme un groupe et pour les solutions G],
G2, G3 de (23) désignons
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h3{6) = G3(a0,6) pour un a0 de ,
h2(6) = G2(a0,6),
h\{6) = /1Xa) «[G3&Gd)]-1 pour un d de 3.

Nous avons d’apres (23)
h3(1)=h2(R)-GI(R,y),
d’ou
Ci(/3,7) = [h2(R)]~1 «/13(7)- (24)
Dans la suite d’aprés (23):

G3(a,4) = G2(a,R)-GI(R,4&),

d’ou
G2(a,B) = G3(a,a)-[G1(B,a)}~1
= [ii(a)]-1 «/130) m[/13(d)]-1 =h2{R) (25)
= [M a)]-1 =h2(R)
eti (IR
G3(a,7) = [L@)]-1 am 0) m[M /?)] 1 /137)

[M«)]"1eM 7).
On peut facilement démontrer que les fonctions Gt données par (24), (25)
et (26), avec les fonctions

hi :I'; =S pouri= 1,2,3 27)

et en autre arbitraires, remplissent I’équation (23).
Nous avons donc le

Théoréme 3
Si (S, ¢ forme un groupe, la solution générale de (23) est de laforme (24),
(25), (26) avec les fonctions (27) arbitraires.

Remarquons que si la supposition (21) est remplie, alors d’aprées (22)
chaque fonction Gi(a,-) pour i = 1,2,3 est une bijection de I’ensemble I3,
2, I3 respectivement sur S. Il résulte de (24), (25) et (26) d’aprés (22) que
Fx(a,x) = h31(h2{a) =x),
F2(a,x) = hfx(h\(a) mx), > (28)
F3(a,x) = h~ihRRa) mx). j

Si nous supposons que (S, ¢ forme un groupe et pour les solutions F), F2, F3

de (20):
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F2(a, ) soit une surjection pour chaque a de Fi (29)

et

3ao0 € Ti : F3(a0r) soit une bijection, (30)

dans ce cas (21) est remplie.
En effet soit (29) et (30). Supposons que F\(a, xi) = Ei(a,x2) Il existe
d’apres (29) un x tel que F2(oto,x) = a, alors

F3(a0,x lag) = Fi(F2(a0,x),xi) = Fi(a,xi) = F(a,x2)
= Fi(F2(a0,x),x2)
= F3(a0,x mx2),
d’ou d’aprés (30) on a x mx\ = x mx2, donc x\ = x2. F\(a,-) est donc une

injection pour chaque a de 2.

Soit R arbitrare dans I' 3. Il existe d’aprés (30) un x* tel que F3(ao, x*) —R.
De plus d’aprés (29) pour arbitraire dans 2 il existe x tel que F2(ao,x) —a.
Il en résulte que

F\ (a, x~1 mx*) = Fi(F2{a0,x),x~1mx*) = F:i{a0,x*) = /5,

donc Ei (a, *) est une surjection pour chaque a de I'2.
Supposons que F3(a,x\) = F3(a,x2). Il en résulte que

Fi{F2(a, e), xi) = Ei(F2(a,e),X2),

ou e désigne I’'élément neutre du groupe 5, et puisque (a, *) est une injection
nous avons xi = x2+La fonction F3(a, *) est donc une injection pour a dans
i . Soit B arbitraire dans 3. Puisque F\{a, ) est une surjection pour chaque
a de 2 il existe un x tel que F\ (F2(a, e), x) = B, alors

F3(a, x) = Fi(F2(a, e),x) = B,

donc E3(a, *) est une surjection pour chaque a dans 1.
Enfin si F2(a,x\) = F2(a,x2), alors

F3(a,xi) = Fi {F2(a, xj), e) = Fi(F2(a,x2),e) = F3(a,x2)

et puisque F3(a, *) est une injection, on a xi = x2.

Nous avons donc démontré que (29) et (30) entrainent (21).

On peut facilement vérifier que si nous remplacons 0j"l dans (28) par
une fonction de S a '3 (pas nécessairement injective), h2 étant une fonction
injective de r2as et h\ étant une fonction de "'l a 5, nous obtenons une
solution de (20).

Nous avons d’aprés toutes nos considérations le
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T héoréeme 4

Si (S, ¢) forme un groupe, les formules (28), avec hi : Tj —S pouri = 1,2, 3
et h2, h3 étant des bijections, donnent la solution générale de (20) avec F2 et
F3 remplissantes (29) et (30).

lIs existent des solutions de (20) qui ne sont pas de la forme (28), aussi
dans le cas si (S, ¢) forme un groupe. En effet telles sont les fonctions (une
généralisation de la formule (16))

F1l{a,x) = h3k(h2k(a) *x) pour (a,x) G2k x S,

Fi(a, x) sur (IF'2\ UfceK ~2f) x S est une fonction arbitraire des valeurs

dans I 3,
F2(a,x) = (hik(f(a)) mx) pour a G Tj tell que f(a) G r2fet x e S,
F3(a,x) = h3k(hik{f (&) *x) pour aGfi tell que f{a) G I2ket x GS,
ot / : Fi — 2 est une fonction arbitraire, /('] = est telle

décomposition de /(T 1) que
VA; G K 3 Sk un sous-groupe de S : cardlN2k = card S/Sk,

ou S/Sk = {Ska : a G 5}, h\k est une fonction de 23 a S/Skh2kest une
bijection de I'2* sur S/Sk et h3k est une fonction de S/Skarls.

On peut donner une construction de la solution générale de (20) dans le
cas si (S, ¢) possede un élément neutral e

Si Fi, F2, F3 est une solution de (20) et si /(a) = F\(a,e) nous avons

F3{a,x) = f(F2(a,x)) (31)
et d'aprés (20):

Va,o Gl Vx,x,y £S [F2(a,x) = F2{a, x) =>
/(F 2(a, x my)) = f (F2(4, x my))].
Inversement si / :T2—>T3et F2:T1x S -> I'2sont telles que (32) a lieu
et si nous définissons F3 par (31) et Fi sur F2(Fi,5) x S par

F\ {B, x) = Fi(F2(a,x),x) = f(F2(a,x mx))
pour 0 = F2(a,x), x GS

(33)

et
Fi sur (F2\ F2(ri, S)) x S arbitraire dans '3, (34)

la fonction Fi est bien définie sur T2 x S tout entier et Fi, F2, F3 forment une
solution de (20).
Nous avons donc le
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Théoreme 5
Chaque solution F\, F2, F3 de (20) et seulement la solution doit étre donnée

par (31), (33), (34) avec F2 :T1x S —T2etf :72—T3 remplissantes (32)
et en outre arbitraires.

On peut interpreter (construire — mais en réalité pas effectivement) la
solution de (32) comme il suit. En définissant les deux relations p* et p sur
F2(ru S) d’une fagon suivante:

Rp*7 <=>3a.aGIl] 3x,x.y€S [F2(a,x my) = 13
et F2(n,x-y) = 7 et F2(a,x) = F2{a,x)],
RP 7 <=> f(B) =/ (11

nous voyons que (32) est équivalente a la condition p* C p. Il faut et il suffit
donc pour avoir une solution de (32) prendre: une fonction F2 :T1lx S —T2
arbitraire, une relation d’équivalence p remplissante la condition p* C p et de
plus quelconque et une fonction / : /~(I'x,S) -* [ 3 dont les niveaux ces sont
les classes d'équivalence de la relation p et en outre arbitraire. Telle relation p
existe toujours, p. ex. il suffit prendre p= ~(1VS) x F2(ri,S). Dans ce cas
| est stable.
Nous avons donc le

Théoréme 6

Nous obtiendrons chaque solution F2, f de (32) et seulement une solution
comme il suit: prenons F2 : T 1x S — 2 arbitraire et f : F2(Ti,S) —¥YTI3 telle
que la condition p* C p est remplie et de plus quelconque.

Remarquons que la relation p* est symétrique et si S C 5 5 = {x my :
X,y € 5} elle est aussi reflexive. Elle ne doit pas étre en méme temps transitive,
donc elle Tk doit pas étre une relation d’équivalence, méme si (5, ) forme un
groupe, par contre p est toujours une relation d’équivalence.

En effet soit F1= {1,2.3}, I'2= {0,1.2,3} UR_. (S.-) = (R. +) et

J1 pourx=0o0ux= 1

~2(12) = 10 pourO0o x o 1,
1 pourx= loux-= 2,
*p(2,x) = 2 pour 1o x & 2,

3 pour x —O0,
F2(3,x) = 11

pour x = 2.
\ injective dans R_ pour 0 ® x @ 2.

Nous avons 1p* 2 et 2p* 3, mais 1p* 3 n’a pas lieu.
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Si F2 remplit I’équation de translation (1), la condition (32) est satisfaite
pour chaque fonction / : 2 — '3, puisque dans ce cas

Va,« € Vx,x,y € S [F2{a,x) = F2(&,x) =»
F2(a,x my) = F2(a,x *y)].

La condition (35) peut étre remplie aussi par une fonction F2 n’étant pas
une solution de (1). En effet s’il existe un élément <0 G r2\ 1, la fonction
F2(a,x) = ao sur ' 1X5 remplit (33), n’étant pas une solution de (1) (F2(ao, y)
n’est pas définie! ). Aussi chaque fonction F2 : T 1 —T2 injective remplit (35).

Si F2 remplit (35), alors dans ce cas Bp*7 [ = 7 donc p peut étre une
relation d’équivalence arbitraire, d’ou la fonction / : F2(Ti,S) -» '3 peut étre
aussi quelconque.

Si nous supposons que (5, ¢) forme un demi-groupe, il existe une liaison
entre la solution F2 de (35) et une solution d’une équation de translation
([12]). Si la fonction F2 remplit (35) ses niveaux, ¢ a d. les images inverses
A>({7}) pour 7 G Er(rl>5), sont invariants par rapport au demi-groupe
des transformations Ty(a,x) = (a,x my) pour a G I'xet X,y G S avec la
superposition comme l'opération. En considérant analogiquement que dans
[11] nous constatons que la fonction G définie sur F2(Fi,S) X 5 de la maniére
suivante

G(R,y) = G(F2{a,x),y) = F2{a,x my) (36)

est d’apres (35) bien définie et elle remplit I’équation
G(G(a,y)IZ2)=G(a,yz). (37)
De plus si (5, ¢ possede un élément neutre e nous avons d’aprés (36)
G(R,e)=R. (38)

On peut prolonger la fonction G a la solution G : T2x S — 2 de (37)
remplissante (38) de la maniére suivante

a(g u fG{R,y) pour{R,y) GE2(I'b5) xS,
(P,Vv> \/3 pom(R,y)e[r2\F 2(ruS)]xS.

Inversement si (S, ¢) forme un groupe, soit G : T2 X S -> 2 une solution de
(37) remplissante (38), soit A un sélecteur de la famille {{(a,x) : x G5}}Qel i
(p. ex. on peut prendre A = {(a,e) : a GT'1}) et soit FZ : A -> '2une fonction
arbitraire. On peut Vvérifier que le prolongement F2 de F2 sur I’'ensemble '] XS
défini comme il suit

F2{ot,x) = G(F2(a. x my),y J) pour (a, x my) GA, (39)
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est bien défini et il remplit (35) (voir [11] — les transformations Ty(a,x)
forment maintenant un groupe des bijections de Ti x S).

La détermination des toutes fonctions F2 remplissantes (35) est donc, dans
le cas si (S,-) forme un groupe, équivalente a la détermination des toutes
solutions de (37) remplissantes (38) (voir la formule (16)).

Remarquons que si /(F 2) remplit la condition

V«,« 6 TIVx,x,y 6 S [f(F2(a,x)) = f{F2{ot,x)) =>

(40)
f{F2(a, x my)) = f(F2(a,x -y)I,

alors la condition (32) a lieu. On peut faire toutes considération pour la fonc-
tion /(F 2) remplissante (40) que nous avons fait plus haut pour la fonction
F2 satisfaisante a (35). Si nous avons déterminée la fonction H = /(F 2) sur
rlx 5 comme plus haut la fonction F2, nous pouvons prendre la fonction
F2:T1x S —r2 telle que

Ya,aGrlyx,x GS: [F2a,x) = F2(a,x) =>

(41)
H(a.x) = H(&,x)].

c. a d. telle que les niveaux de F2 sont inclus dans les niveaux de H. et
déterminer par la condition /(F 2) la fonction / : F2(Ti,S) — 3. Ayant les
fonctions F2et / nous déterminons F\ et F3 par (31), (33) et (34). en obtenant
les solutions F\, F2, F3 de (20). Remarquons que dans cette méthode F? est
presque arbitraire (la condition (41)) et / est déterminée et plus haut nous
avons la situation inverse.

Remarquons enfin que si / est injective les conditions (32), (35) et (40)
sont équivalentes. Si F2 est injective (32) et (35) sont toujours vraies. Du reste
si / et F2 sont injectives (40) a aussi lieu.

On peut résumer nos considérations dans le

Théoréeme 7

Supposons que (5,-) forme un groupe.

(1) Chaque solution F\, F2, F3 de (20), pour laquelle F2 remplit de plus (35)
et seulement cette solution, on peut obtenir de la maniére suivante: nous
prenons une solution G : M2 x S — 2 de (37) et (38) par la formule
(16) (avec f(a) = a), nous définissons F2 par (39) et F\ et F3 par (33)
(avec /| : T2 —>T3 arbitraire), (34) et (31).

(11) Chaque solution F\. F2,F$ de (20), pour laquelle/(F 2), ot f(a)=Fi(n. €)
pour a G F2(ri x S), remplit (40) et seulement cette solution, on peut
obtenir comme il suite: nous prenons une solution G : T3 x S -* 3
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de (37) et (38) par la formule (16) (avec f(a) = a), nous définissons
la fonction H :T\ x S — '3 comme F2 dans (39), prenons la fonction
F2:T1x S —r2telle que (41) a lieu et définissons f : ~2(F'],5) -3
par la condition /(F2) = H et F\ et F3 par (33), (34) et (31).

Voila des E xemples simples de I'application dede théoréeme pour la const-
ruction des solutions de (20). Au commencement un exemple pour la partie (1)
du théoréme 7. Soient 'L = r2= r3= R (les nombres réeles) et (S, 9 = (K, +)
et prenons G(a,R) = a+10, lesélecteur A—{(a,0): a € K}, F*:A —K une
fonction arbitraire, g(a) = Fif(a, O) et d’aprés (39): Er(a, X) = g(a) + X. Dans
la suite pour / : R -* R arbitraire d’aprés (31) on a= E3(a, X) = f(g(a) +X) et
d’aprés (33): Fi([3,x) = f([3 +X) ((34) n’est pas employé dans ce cas puisque
P\ E2(l's S) = R\ R = 0). Les fonctions Fi, 72, F3 forment une solution de
(20) pour laquelle 2 remplit (35).

Maintenant un exemple pour la partie (I1) du théoréme 7. Soient 'l I'2,
r3, (S, m), G, A comme plus haut. Prenons la fonction H : R x K-> R come
plus haut la fonction F2, ¢. a d. posons H(a,x) = ~(a) + x. Si h:R —R est
une injection, posons ~ (a, x) = h(g(a)+x), donc (41) est remplie. Définissons
/ : R — M par la condition /(F2) = H, alors f(a) = h~1(a), F\ par (33) et
(34) comme F\(R, x) = h~I(R) + x pour B G h(R) et arbitraire pour 3 & /i(R)
et F3 par (31) comme Fs(a,x) = g(a) + x. Les fonctions Fj, F2, F3 forment
une solution de (20) pour laquelle /(F 2) remplit (40).

Remarquons que la fonction /(F 2) dans I'exemple premier ne remplit pas
de la condition (40), mais la fonction F2 dans I’exemple deuxiéme satisfait
a (35). On peut modifier cet exemple de cette maniére que la fonction F2
ne remplit pas (35). Soient '], 2, r3, (5,-), G, A comme plus haut, posons
H (a, x) = x (c. a d. nous mettons g(a) = 0) et

Ihi{x) pour x ® O et a 6 M,

#’2\'a,x)' =
(/120) pourx= OetaGR,
ou h\ est une bijection de R\{0} sur I’'’ensemble des nombres réels non-négatifs
et /12 est une bijection de R sur I'ensemble des nombres réels négatifs. La
condition (41) est remplie, mais la fonction F2 ne satisfait pas a la condition
(35) . Nous avons dans notre cas f(a) = hi(a) pour a ~ 0 et f(a) = 0 pour
a < 0, et de la d’aprés (31): F3(a, x) = x et d’aprés (33)
) uj I(a) + x poura ™ 0etx € S,
Fi(a, x) =
poura < 0 et x 6 5.
Les méthodes de la construction des solutions de (20), données dans les
parties (1) et (I1) du théoréeme 7, se donc croissent.
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P roblémes

1. Donner effectivement une solution générale de I’équation conditionnelle
(32), o/ :T2—>r3et F2:T1lx S —T2sont des fonctions cherchées.

2. Résoudre des équations conditionnelles (35) et (40) pour le groupoide
(5,-) arbitraire.

L’équation (20) est considérée dans [1] p. 311 sous la forme
F(G(x,y),z)=H(x,K(y,z))

et sous les suppositions au sujet des fonctions F, G, H, K différentes que chez
nous.

On considére dans [8] I'équation (19) du type de Pexider, c. a d. I’équation
de la forme

F\{F2(a, {x,y,a)), (v.z,b)) = F3(a,{x,z,a -b)).

Si I'ensemble A n’a qu’un élément nous obtenons I'équation (20).

5. En liaison avec I'’équation (1) on peut poser la question sous quelles

conditions nécessaires et suffisantes au suject de la famille T des fonctions
F(-,x) : T — T pour x de S il existe une operation « : S X S — S avec
laquelle la fonction F : T x S —¥ T remplit (1). On peut formuler la méme
question pour l'operation < avec laquelle (S, ¢) forme un groupe.

La réponse a la premiére question est facile. Il faut et il suffit que

F(F(a,x),y) € T pour chaque x,y de S, (42)

c. a d. la famille T est fermée par rapport a la superposition des fonctions.
La nécessité est évidente. Si (42) a lieu, pour chaque (x,y) G S x S il existe
au moins un z € S tel que F{F(a,x),y) = F(a,z). L’opération qui a la paire
(x,y) attribue un de ces z, c’est I'operation <« exigée.
La réponse a la deuxieme question est suivante: il faut et il suffit que

la famille T forme un groupe par raport
a la superposition des fonctions

et
les classes d’équivalence de la relation p

xpy O Va 6T : F(a,x) = F(a,y) (44)
ont la méme puissance.
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Pour démontrer la nécessité soit I'opération « : S x S — S tel que (S, 9
forme un groupe et F remplit (1). Puisque x —F(-,x) est un homomorphisme
de S sur F, la famille T forme un groupe, alors (43) a lieu. La relation p est
une congruence, donc il existe un sous-groupe S* de S tel que S/p = S/S*,
d’ou (44) a lieu.

Supposons maintenant que (43) et (44) aient lieu, d’ou la famille F* =
{F*(-, C)}ces/p, ou F*(a, C) = F(a,x) poura GI', x GC G S/p, forme aussi
un groupe par rapport a la superposition des fonctions. De plus I’'application
C — F*(-,C) est une bijection de S/p sur F*. Il en résulte que pour chaque
paire (C\, C2) G S/p x S/p il existe exactement un C telle que

F*(F*(a,C\),C?) = F*(a,C).

Si nous prenons C\ *C2 — C, cette opération * : S/p x S/p — S/p est
bien définie et (S/p,*) forme un groupe comme l'image du groupe F* par
I'isomorphisme F*(-,C) — C. Désignons par Co I'élément neutre du groupe
(S/p,*), par # : Co x Co — Co une opération telle que (Co,#) forme un
groupe, par ¢goc : Co —= C # Co (C G S/p) une bijection quelconque (elle
existe d’aprés (44)), ¢c0 = id]cO et posons

X-y = 0¢Ixc2[0c\ (X)# 0c\ )] Pour x 6 Cl GS/p etye C2G S/p.

Nous allons montrer que m est une opération exigée. L’opération < est
bien définie sur S x 5 et on peut facilement démontrer qu’elle est associative et
que I’élément neutre e du groupe (CO,#) est aussi I’élément neutre de lI’'opéra-
tion . L¢lément y = df - 1 (\ppx(x)]-1) pour x e C e S/p est I’élément
inverse pour I'élément x (x my = e). Nous avons donc montré que (S, ® forme
un groupe. De plus pour x GCi € S/p ety GC2G S/p:

F(F(a, x),y) = F*(F*(a, Ci), C2) = F*(a, Ci *C2) = F(a, x-y),

donc (1) a lieu, c.q.f.d.
Nous avons donc démontré le

Théoréme 8

Il existe, pour une famille F des fonctions F(-,x) : I -> [ pour X e S,
une opération m:S x S — S telle que (1) a lieu si et seulement si (42) est
remplie. R existe pour cette famille F une opération m: S x S -> S telle
que (S, *) forme un groupe et (1) a lieu si et seulement si (43) et (44) sont
satisfaites.

En effet on a démontré aussi la proposition suivante:
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P roposition

Soit p une relation d’équivalence sur un ensemble S et * une opération sur
S/p telle que (S/p,*) forme un groupe. Il existe une opération m:S x5 -> S
telle que (S. ¢) forme un groupe et * est indiquée par m si et seulement si les
classes d’équivalence de p ont la méme puissance.

Au sujet de la condition (43) voir [11], ou on a démontré en outre, le
théoreme suivant:

Si lafamille T des fonctions qui transforment un ensemble T dans I' forme
un groupe par rapport a la superposition, alors chaque f de T admet la méme
contre-domaine, f est une bijection sur ce contre-domaine et la condition sui-
vante est remplie

Vii/2efVala2er[/Lal) =/1a2) => /201)=/202)],

c. a d. les familles des niveaux de chaques fonctions de T sont les mémes.
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