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Sur une équation intégro-fonctionnelle

Abstract. In the present note we consider the equation

| being an open interval of M We give the form of the general solution
of this equation in the class of the absolutly locally integrable functions
in |. The results obtained extend some of those given in [3] and [4].

1. Dans la note présente on étudie I’'équation

(1

s,t GI, s ™ i, F et G sont des fonctions données, définies dans I’'intervalle
[0, a), ou a est la demi-longueur de I'intervalle | (a = +00 si/ est non-borné).

Dans la note [3] on considére le cas particulier de I’'équation (1) avec G = 0.
L’équation (1) avec G(t) ~ 0 et F(t) = ch Ai ou F(t) —cos Ai, A" 0, ainsi que
I’équation (1) dont G(t) = -|shAi et F(t) = ch Ai ou bien G(t) = ~sinAi et
F(t) = cos Ai, A~ 0, est étudiée dans [4]. On y donne dans ces cas la forme

AMS (1991) subject classification: 39B20.
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général des solutions de cet équation dans la classe de fonctions continues.
Pour G(t) = 0 et F(t) = 1 on obtient I’'équation fonctionnelle de Jensen dont
la forme de solutions générales est bien connue ([!])*

2. Avant tout on va chercher une condition pour les fonctions F et G
sous laquelle il existe dans I’'intervalle | une solution constante et non-nulle de
I’équation (1). En supposant que u(x) = cpouri £ 1, c/ 0, est une solution
de (1) on obtient

syt

F t—s @‘ t—s d
c=c q T — r
2 2

et donc
t- s t—s s+ t
1=F + % r — dr.
Posons X = r = Alors
rx+r
1= F(r)+ / G(r —Ir —rc]) dr.
JX—r

On remarque que

/ G{r —\w« —x\) dr = 2 /| G{p)dp.
Ix—r J0

Alors
1= F(r) + 2 T G(p) dp. ¢)
Jo
L’égalité (2) nous dit que si la fonction G est une fonction localement
intégrable dans [0, a) alors F est continue dans [0, a).

On va démontrer les théorémes suivants:

Théoreme 1

Si lafonction G est localement intégrable dans [0, a) et si lafonction F est
continue en [0,a), et la condition (2) est remplie, alors toute fonction affine,
définie dans | est une solution de I’équation (1).

Démonstration. Pour x = r= I’équation (1) s’écrit
ex-yr
u(x+ r) + uix —r) = 2u{xX)F{r) + 2 / u(r)G{r — Jr —x|) dr. ®3)
JIX—F
On a
rx-\-r rr

/ u(t)G{t —\t —x\)dr — / [u(x+ p) + u(x - p)}G(r - p)dp
JX— «0



Sur une équation intégro”fonctionnelle 97
et I’équation (1) est équivalente & I’équation

u(x +r) + u(x —r) = 2u(x)F(r) + 2Jf [ux+ p) + u(x - p)]IG(r - p)dp. (4)
o]

Si u(x) = \x -fO pour x €1, A 0 GK, alors

u(x+ r) + u(x —r) = 2(Xx+ 0)
et

} [u(x+ p)+ ux - p)IG(r - pdp= 2{\x + O)Jf G(r-p)dp.
(o] o

Par conséquent, compte tenu de (2), la fonction affine n vérifie I’équation (4).
donc elle vérifie aussi I’équation (1).

Remarque
En analysant cette démonstration on voit que si pour une fonction un
I’équation de Jensen:

u(s) + u(t) = 2U * 51t67,

est remplie alors la fonction n vérifie I’équation (1) sous la condition que (2)
ait lieu.

Théoréeme 2

Supposons que la fonction G est absolument localement intégrable dans
[0,a) et que la fonction F est continue dans [0,cto) C [0,a) pour certain
ao 6 [0,a), et de plus F(p)dp @® 0O pour tout r € (0, c*0). Alors toute
solution de I'équation (1) définie et absolument localement intégrable dans |
est continue.

Démonstration. Soit n une solution de (1) définie et absolument locale-
ment intégrable dans I. Soit xq G I. Prenons ro € (0, a) tel que [xo —2ro, xq +

2rol C 1. Sio”™Nr " roet x G (X0 —r,x0o+ r), alors [x—r,x + r] C I. En
posant S= x + r,t = x —r, I'équation (1) passe a (3) c.-a-d. a I’équation
rx+r
ux + r) -lFu(x —r) = 2u(xX)F(r) + 23/ u(r)G(r — Jr —x|) dr.
X-r

En intégrant la derniére égalité par rapport a r dans I'intervalle [0, p] ou 0 <
p < min(a:oTo)) on obtient

re re
J/O [uX+ )+ u(X- Nydr= U(X)Jé F(r)dr

- n e unar—ir—pdr® ar



98 Eugeniusz Wachnicki

Puisque
rp rx+p
/ [ux+ r)y+ u(x- nN]dr= u(t)dr
Jo Ix —p
donc
CX+p rp
/ u(e)dr = 2u(x) / F(r)dr

Ix —p 10

+ 2 u(r)G(r — Jr—x\dr ) dr.
JO \Jx-r

Alors, en appliquant le théoréme de Fubini, on a

P orx+p L #p [ rx+r \
x)= —1 u(e)dr--—— J u(r)G(r —\t —x\) drJ dr
-p
1 rx+p 1 rx+p / rp \
= — u(e)dr-—/ [/ u(r)G(r —Ir —x\ydr } dr.
JIJX—p CJIx—p y*/r—x\ /
Donc
1 rx+p | rp-AF—
u(x) ar (5)
= * L , wuw(m)r "2n Gl[a)da

rP
pour X G (xo —p,x0+ p), o0 c= / F(r)dr. Puisque G est une fonction
Jo
localement intégrable donc la fonction

P-|T-X|

X 1. 2| G(cr) der, x G (XO0—p, x0+ p)

est continue. D’ou et de (5) il résulte que n est une fonction continue dans
(xo —p,x0 + p). Le nombre xo a été choisi arbitrairement dans 7, alors / est
continue dans |I.

Théoréme 3
Si les fonctions F et G vérifient les hypothéses du théoreme 2 et la condi-
tion (2) ainsi que la condition

3rle[0,a)3M>0VpG(0,rl): \ f \G{H\dt< M ©6)
P Jo

est remplie, alors toute solution de (1) définie et absolument localement inté-
grable dans | est de la forme

uix) = ax+b xG7, abER.
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Démonstration. Supposons que un est une solution de (1) définie et abso-
lument localement intégrable dans 7. La condition (2) implique que F(0) = 1
Alors il existe «o tel que 0 < ao < a et F(p) dp > O pour tout r G [0, a0).
D’ou et du théoreme 2 il résulte la continuité de la fonction u dans 7. Soient
x0 G7,0< r < min@@0,ri) et |- r,xo+ r) C 7. Pour xo+ p= s, xq- p = t,
0~ p~ r, I'équation (1) passe a I’équation suivante

CXQ+P
u(xg + p) + u(x0- p) = 2u{x0)F(p) + 2 u(r)G(p - t X0 dr.
o—
De (2) on a
pxo+P
F(p) = I - G{p - \t - x0\)dr.

\lo-p
Par conséquent

rxo+p
u(xo+ p) + u(x0- p) - 2u("0) = 2/ [«(r) - u{x0)IG{p - |r- a0pdr
JX0-/9
et ensuite
S o). 2 2 PRIP
HODT P utcon P - 200 gy PP )10 - I - x0p er
P Jxo-p

Soit e > 0. La continuité de n implique I’existence du nombre $> 0 tel que
£

lu(r) - u(x0)l < -l
pour r G (xo —d,»0 + 5). Alors

u@o + p) + u{xg - p) - 2u(x0)

Ne x0p| dr
JH]
. |G(e)] dr
mp2/ 1)
~e
pour 0 < p < min(d, a0,ri). 1l en résulte que la deuxiéme dérivée symétrique

de la fonction n s’annule en xq et par conséquent elle s’annule dans I'intervalle
7. Cela implique que un est affine.

Voici trois exemples des fonctions F et G vérifiantes les conditions (2) et
(6).

Exemple 1
F(t) = ch At, G(t) = -]shAf, f6 K, AGK.
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Exemple 2
F(t) cos Xt, G(t) = ~sin\t, tGR, 1GIR

Exemple 3
F(t) = eatl G(t) = -atea\ tGR, aGR.

3. Passons maintenant au cas plus général. Supposons que les fonctions F
et G sont définies par I'égalité

r G [0, a), (7)

ou g est une fonction définie dans [0,a). Le probleme de I'existence de la
fonction g quand les fonctions F et G sont données nous ramene a la question
d’existence des solutions de I’équation intégrale de Volterra ([2], p. 77). Si
g(r) = 1 pour r G [0, a), la condition (7) passe a I'égalité (2).

On démontrera les théoremes suivants:

Théoreme 4

Supposons que les fonctions g et G sont continues dans l’'intervalle [0, a)
et (/(0) @ 0. Alors toute solution de I'équation (1) définie et absolument loca-
lement intégrable dans | est de classe C 2 dans I.

Démonstration. Soit n une solution de (1) définie et absolument loca-
lement intégrable dans |I. Remarquons que I'égalité (7) et le fait que g(0) ® 0
entrainent que la fonction F est continue dans [0,a) et F(0) ¢ 0. Il en résulte
gue les suppositions du théoréme 2 sont vérifiées, donc la fonction un étant la
solution de (1) absolument localement intégrable dans | est continue dans |I.
En adoptant la notation de la démonstration du théoreme 2, par I’'analyse de la
formule (5) on constate que la fonction n est de classe C 1 dans (xq —p, xq + p)
et

u(r)G(p+ X- t)ydr — / u(r)G(p —x + t)dr

= JE[t»(z + p) -u (x-p)}



Sur une équation intégro-fonctionnelle 101

pour X G (xo —p, x0 + p)mLa derniere égalité implique que un est de classe C 2
dans (xqg —p, xq + p) mPuisque le nombre xo a été choisi arbitrairement dans /
donc u est de classe C 2 dans |.

Théoréme 5

Supposons que les fonctions g et G sont continues dans [0,a) et que
J@0) = 1. supposons encore que la condition (6) est remplie. Si I'équation
(1) posséde une solution non nulle qui est absolument localement intégrable
dans |, alors il existe la limite suivante

lim

a(r) -1
r—o+ I

2

Démonstration. Soit n une solution non nulle et absolument localement
intégrable dans | de I'équation (1). Du théoréme précédent il résulte que un est
de classe C 2 dans |. Considérons un point xq £ | tel que u(xo) ¢ 0. Prenons
ro G (0,a) tel que (xo - ro,a?o + ro) C I. Pour r G [0, ro), compte tenu de (4)
et en appliquant (7) on a

ux0+ r) + u{xo - r)

2u[x0)F{r) + 2 f [u(x0+ p) + u(x0- pN\G{r - p)dp
Jo

2ux0)9(r) +2 [uxO0+ p) + u(x0- p) - 2u(x0)g{p)IG(r - p)dp
Jo

et ensuite

ux0+ r) + uo - r) - 2u(xo)

:2/\,)/\

2 T @

H-2 J/ [«(*0 + p) + u{x0 - p) - 2u(x0)]G(r - p)dp
r Jo

4u{x0)
J[0 - 9{PIG{r - p)dp.

Soit e > 0. La continuité de la fonction n et de la fonction g implique
I’existence du nombre S > 0 tel que

lux0+ p) - ux0- p) - 2u(xa)\ < -w et g{p) - 1f< y

pour 0 < p < 6. D’ol, compte tenu de (6), on a
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12 r )
[ [u(i0+ p) + r("o- P) - 2u(x0)]G(r - p) dp
Ir do

+ 4lpgn § 1" SEIGE - PP < £
pour 0 < p < d et done
lim 2 A [ux0+ p) + u(x0- p) - 2«(x0)]G(r - p)dp
r->o0+ yO0
L U0 1 [L- apicir- pdp=o.

Puisque u est de classe C 2 donc

lim u(xg + r) + u(xg - r) —2u(xq) )

O+ u"(x0).

D’ou et de (8) il résulte que
lim 2u(x0)™Xj—- = u"(xo).
rl 0 ( ) J ( )

Par conséquent

lim 9~ ~ 1 - 5J_'I<X’\
r->0+ it(x0)’
ce qui termine la démonstration du théoréme 5.

Théoréeme 6
Supposons que les hypotheses du théoréme 5 sont satisfaites et que

im 9N - T A
i—>o+  rz 2’

alors toute solution n de (1), définie et absolument localement intégrable dans
I est de la forme

‘at+ b si A= 0,
u(t) = < aeVA< | "e-vb n> o, )

sasin(\/—At) + 6cos(\/—At) si A< 0.

De plus, si la solution n est non-nulle alors lafonction g est nécessairement
de la forme
"1 si A= 0,
g(t) = *ch'/Xt si A> 0, (10)
kcoB(n/—At) si < 0.
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Démonstration. Soit u une solution de (1) définie et absolument locale-
ment intégrable dans |I. Du théoréme 4 il résulte que la fonction n est de classe
C2dans | et elle vérifie I’égalité suivante

u{x + r) + u(x —r)

= 2u()g(r) + 2 f [u(xX+ N+ ux- r) —2ux)g(r)]G(r - p)dp
Jo
pour XG I, r G (0,ro) C [0,a) ou r$ est un nombre strictement positif tel que
(x-ro0o,x+r0)cC I
Il en vient
u(x + r) + u(x —r) —2u(x)
r2

qr) —1 2_r1
—2u(X)——5——F -5/ [u(x+ )+ u(x- p)- 2u(x)g(P)\G(r - p) dp.

En raisonnant comme dans la démontration du théoréme 5 et en passant a la
limite quand r — 0+ on constate que

u"(x) = NMu(x)

pour x G |. La derniére égalité nous ramene directement a la forme (9) de
la fonction u. Directement de (9) et de l'unicité de solutions de I’équation de
Volterra il résulte la forme (10) de la fonction g. La démonstration du théoréme
6 est donc terminée.

Exemple 4
Pour illustrer le théoréme 6 on va donner un exemple. Considérons I'équa-
tion

Pour cet équation F(t) = 1 — |r4, G(r) = r. La condition (6) est Vérifié et
I’égalité (7) n’est remplie qu’avec g{r) = r2 -fl. On voit donc que <(0) = 1
et UTrhou- = 1. Alors /1= 2 et le théoréme 6 nous dit que si I'’équation
(11) posséde une solution n absolument localement intégrable dans R donc
u(x) = ae™ 1+ x 6 R, a,b 6 R. Et donc, la deuxiéeme partie du
théoréme 2, implique que a = b= 0. On en déduit que I’équation (11) n’admet
que la solution nulle comme la solution absolument localement intégrable dans
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