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Sur une équation intégro-fonctionnelle

Abstract. In the present note we consider the equation

I being an open interval of M. We give the form of the general solution 
of this equation in the class of the absolutly locally integrable functions 
in I. The results obtained extend some of those given in [3] and [4].

1. Dans la note présente on étudie l’équation

( 1)

s,t  G I,  s ^  i, F  et G  sont des fonctions données, définies dans l’intervalle 
[0, a), où a  est la demi-longueur de l’intervalle I (a =  +00 si /  est non-borné).

Dans la note [3] on considère le cas particulier de l’équation (1) avec G =  0. 
L ’équation (1) avec G(t) ~  0 et F(t)  =  ch Ai ou F(t) — cos Ai, A ^  0, ainsi que 
l’équation (1) dont G(t) =  -| s h A i  et F(t) =  ch Ai ou bien G(t) =  ^sinAi et 
F ( t ) =  cos Ai, A ^  0, est étudiée dans [4]. On y donne dans ces cas la forme

AMS (1991) subject classification: 39B20.
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général des solutions de cet équation dans la classe de fonctions continues. 
Pour G(t) =  0 et F(t)  =  1 on obtient l’équation fonctionnelle de Jensen dont 
la forme de solutions générales est bien connue ([!])•

2 . Avant tout on va chercher une condition pour les fonctions F  et G  
sous laquelle il existe dans l’intervalle I  une solution constante et non-nulle de 
l’équation (1). En supposant que u(x) =  c pour i  £ 1, c /  0, est une solution 
de (1) on obtient

et donc

c =  cF

1 =  F

t — s

t -  s
+
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Posons X =  r =  Alors

On remarque que

Alors

rx+r
1 =  F(r) +  /  G(r — Ir — rc|) dr.

J  x—r

r X - \ - T  Р Г

/  G{r — \t  — x \ )  dr =  2 /  G{p)dp.
Jx —r J 0

1 =  F(r) +  2 Г  G(p) dp.
J  о

(2)

L ’égalité (2) nous dit que si la fonction G  est une fonction localement 
intégrable dans [0, a) alors F  est continue dans [0, a).

On va démontrer les théorèmes suivants:

T héorème 1
Si la fonction G est localement intégrable dans [0, a) et si la fonction F  est 

continue en [0, a), et la condition (2) est remplie, alors toute fonction affine, 
définie dans I  est une solution de l ’équation (1).

Démonstration. Pour x =  r =  l’équation (1) s’écrit

On a

çx-yr
u(x +  r) +  u(x — r) =  2u{x)F{r) +  2 /  u(r)G{r — |r — x|) dr. (3)

J x—r

rx-\-r rr
/  u (t )G{t — \t  — x\) dr — /  [u(x +  p) +  u(x -  p)}G(r -  p) dp

J x—r «/0
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et l’équation (1) est équivalente à l’équation

u(x +  r )  +  u (x  — r )  =  2u(x)F(r) +  2 f  [u(x +  p) +  u(x -  p)]G(r -  p) dp. (4)
J о

Si u(x) =  \ x  -f 0  pour X  € I, À, 0  G K, alors

u(x +  r)  +  u(x — r) =  2(Xx +  0 ) 
et

[  [u(x +  p) +  u(x -  p)]G(r -  p) dp =  2 { \x  +  0) f  G ( r -p ) d p .
J о J о

Par conséquent, compte tenu de (2), la fonction affine и vérifie l’équation (4). 
donc elle vérifie aussi l’équation (1).

R e m a r q u e

En analysant cette démonstration on voit que si pour une fonction и  

l’équation de Jensen:

u(s) +  u(t) =  2U ' 5, t 6 J ,

est remplie alors la fonction и vérifie l’équation (1) sous la condition que (2) 
ait lieu.

T h é o r è m e  2

Supposons que la fonction G est absolument localement intégrable dans 
[0, a )  et que la fonction F  est continue dans [0, cto) C  [0, a )  pour certain 
ao 6 [0,a), et de plus F(p)dp Ф 0 pour tout r €  (0, c*o). Alors toute 
solution de l ’équation (1) définie et absolument localement intégrable dans I  
est continue.

Démonstration. Soit и une solution de (1) définie et absolument locale­
ment intégrable dans I .  Soit xq G I. Prenons ro € (0, a) tel que [xo — 2ro, xq +  
2ro] С I.  Si 0 ^  r ^  ro et x G (xo — r, xo +  r), alors [x — r,x  +  r] С I. En 
posant s =  x +  r ,t  =  x — r, l’équation (1) passe à (3) c.-à-d. à l’équation

rx+r
u(x +  r) -I- u(x — r) =  2u(x)F(r) +  2 /  u(r)G(r — |r — x|) dr.

J x - r

En intégrant la dernière égalité par rapport à r dans l’intervalle [0, p] où 0 <  
p <  min(a:oTo)) on obtient

Г Р  Г Р

/  [u(x +  r) +  u(x -  r)} dr =  u(x) /  F(r)dr
J 0 J 0

- n e  u(r)G(r — Ir — x|)dr^ dr .
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Puisque

donc

rp  rx + p
/  [u(x +  r) +  u(x -  r)] d r =  u ( t ) d r

J 0  J x — p

Ç X + p  r p

/ u ( t ) dr =  2u(x) /  F(r)dr  
J x — p  J 0

+  2
J  0 \ J x - r

u(r)G(r — |r — x\ dr ) dr.

Alors, en appliquant le théorème de Fubini, on a 

2 r x + p  1 Г Р  /  r x + r

-p

i r x + p  i rp  /  r x + r  \
(x) =  —  J  u ( t ) d r ------J  u(r)G(r — \t  — x\) dr J  dr

1 r x + p  1 r x + p  /  r p  \
=  —  u ( t ) d r ---- / [ / u(r)G(r — Ir — x \) dr } dr.

J x —p C J x —p y*/|r—x \ /

Donc

u(x)
1 r x + p  I r p - \ T —x\

= * L ,  и ( т ) Г ' 2 л  G[a)da

p —| r —1 |

dT (5)

rP
pour X G (xo — p-, x о +  p), où c =  / F(r)dr. Puisque G est une fonction

J  о
localement intégrable donc la fonction

x 1 -  2 I
P - | T - X |

G(cr) der, x G (x0 — p, x0 +  p)

est continue. D ’où et de (5) il résulte que и est une fonction continue dans 
(xo — p,xo +  p). Le nombre xo a été choisi arbitrairement dans 7, alors /  est 
continue dans I.

Théorème 3
Si les fonctions F  et G vérifient les hypothèses du théorème 2 et la condi­

tion (2) ainsi que la condition

3 r 1 e [ 0 , a ) 3 M > 0 V p G ( 0 , r 1) :  \  f  \G{t)\dt <  M  (6)
P  J  о

est remplie, alors toute solution de (1) définie et absolument localement inté­
grable dans I  est de la forme

u(x) =  ax +  b, x G 7, a,b E R.
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Démonstration. Supposons que и est une solution de (1) définie et abso­
lument localement intégrable dans 7. La condition (2) implique que F ( 0) =  1. 
Alors il existe «o tel que 0 <  ao <  a  et F(p) dp >  0 pour tout r G [0, ao). 
D ’où et du théorème 2 il résulte la continuité de la fonction и dans 7. Soient 
xo G 7, 0 <  r <  min(a0,ri) et (ж0 -  r, xo +  r) C 7. Pour xo +  p =  s, xq -  p =  t, 
0 ^  p ^  r, l’équation (1) passe à l’équation suivante

ÇXQ+P
u (xq +  p) +  u(x0 -  p) =  2u{x0)F(p) +  2 /  u(r)G(p  -  |t -  x0|) dr.

J Xo —p

De (2) on a
pxo+P

F(p) =  l -  G{p -  \t  -  x0\) dr.
J x o - p

Par conséquent

rxo+p
u(xо +  p) +  u(x0 -  p) -  2u(^o) =  2 /  [«(r) -  u{x0)]G{p -  |r -  æ0|) dr

•/ Х П - / 9

et ensuite

u(x0 +  p) +  u(xо -  p) -  2u(xo) 2 rxo+P2 r*Q-rp
=  “2 /  [«(T) -  и ( х о ) ] С ( р  -  |r -  x0|) d r

P Jxo-p

Soit e >  0. La continuité de и implique l’existence du nombre <5 >  0 tel que
£

|u(r) -  u(x0)| <  -Щ  

pour r G (xo — d, жо +  5). Alors

u(a;o +  p) +  u {xq -  p) -  2u(x0)
€

M p2

./£|

/ '

№ x0|)| dr

|G(t )| dr

^  e

pour 0 <  p <  min(d, a 0,ri). Il en résulte que la deuxième dérivée symétrique 
de la fonction и s’annule en x q et par conséquent elle s’annule dans l’intervalle 
7. Cela implique que и est affine.

Voici trois exemples des fonctions F  et G  vérifiantes les conditions (2) et
(6).

Exemple 1
F(t)  =  ch At, G(t) =  -| s h A f, f 6 K, A G K.
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E x e m p l e  2

F(t) =  cos Xt, G(t) =  ^ sin \t ,  t G R, Л G IR.

E x e m p l e  3

F(t) =  eat\  G(t) =  -a te at\  t G R, a G R.

3. Passons maintenant au cas plus général. Supposons que les fonctions F  
et G  sont définies par l’égalité

fonction g quand les fonctions F  et G  sont données nous ramène à la question 
d’existence des solutions de l’équation intégrale de Volterra ([2], p. 77). Si 
g(r) =  1 pour r G [0, a), la condition (7) passe à l’égalité (2).

On démontrera les théorèmes suivants:

T h é o r è m e  4

Supposons que les fonctions g et G sont continues dans l ’intervalle [0, a) 
et (7(0) Ф 0. Alors toute solution de l ’équation (1) définie et absolument loca­
lement intégrable dans I  est de classe C 2 dans I.

Démonstration. Soit и une solution de (1) définie et absolument loca­
lement intégrable dans I. Remarquons que l’égalité (7) et le fait que g(0) Ф 0 
entraînent que la fonction F  est continue dans [0, a) et F ( 0) ф 0. Il en résulte 
que les suppositions du théorème 2 sont vérifiées, donc la fonction и étant la 
solution de (1) absolument localement intégrable dans I  est continue dans I. 
En adoptant la notation de la démonstration du théorème 2, par l’analyse de la 
formule (5) on constate que la fonction и est de classe C 1 dans (xq — p, xq +  p)

r G [0, a ) , (7)

où g est une fonction définie dans [0, a). Le problème de l’existence de la

et

u(r)G(p +  X -  t ) dr — /  u(r)G(p — X +  t ) dr

=  j£[t»(z +  p) - u ( x - p ) }



Sur une équation intégro-fonctionnelle 101

pour X G (xo — p, xo +  p) ■ La dernière égalité implique que и est de classe C 2 
dans (xq — p, xq +  p) ■ Puisque le nombre xo a été choisi arbitrairement dans /  
donc и est de classe C 2 dans I.

T h é o r è m e  5

Supposons que les fonctions g et G sont continues dans [0,a) et que 
<7(0) =  1. Supposons encore que la condition (6) est remplie. Si l ’équation
(1) possède une solution non nulle qui est absolument localement intégrable 
dans I , alors il existe la limite suivante

lim
r —>0+

g(r) - 1
r 2

Démonstration. Soit и une solution non nulle et absolument localement 
intégrable dans I  de l’équation (1). Du théorème précédent il résulte que и est 
de classe C 2 dans I. Considérons un point x q  £ I  tel que u(xo) ф  0. Prenons 
ro G (0, a) tel que (xo -  го,а?о +  го) C I. Pour r G [0, r*o), compte tenu de (4) 
et en appliquant (7) on a

u(x0 +  r) +  u{x0 -  r)

=  2u[x0)F{r) +  2 f  [u(x0 +  p) +  u(x0 -  p)\G{r -  p) dp 
J  0

=  2u(x0)9(r) + 2  [u(x0 +  p) +  u(x0 -  p) -  2u(x0)g{p)]G(r -  p) dp
Jo

et ensuite

u(x0 +  r) +  u(xo -  r) -  2u(xo)

=  2̂ , ) ^

2 Г
H— 2 /  [ « ( * 0  +  p) +  u{x0 -  p) -  2u(x0)]G(r -  p) dp 

r J  0

(8)

4 u{x0)
[  [1 -  9 {p)]G{r -  p) dp. 

J  0

Soit e >  0. La continuité de la fonction и et de la fonction g implique 
l’existence du nombre S >  0 tel que

|u(x0 +  p) -  u(x0 -  p) -  2u(xq)\ <  - щ  et Ig{p) -  1| <  y

pour 0 <  p <  6. D ’où, compte tenu de (6), on a
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I 2 Г
/  [u ( i0 +  p) +  r (^o -  p) -  2u (x0)]G (r -  p) dp

lr do

+ 4 Ц 2̂°̂  [  t1 “  S(p)]G(r -  p) dP rZ Jo
pour 0 <  p <  d et done

2 Л
lim /  [u(x0 +  p) +  u(x0 -  p) -  2«(x0)]G(r -  p) dp

r->o+ y0

<  £

+
4u(x0) f [1 -  d(p)]G{r -  p) dp =  0. 

do

Puisque u est de classe C 2 donc

u (xq +  r )  +  u (xq -  r )  — 2u(xq)
lim

r —v0+
- u"(x0).

D ’où et de (8) il résulte que

Par conséquent

lim 2u(x0) ^ X j —-  =  u"(xo).
r—>0+

lim 9 ^  ~  1 -  U'I(<X̂
r->0+ 2it(x0) ’

ce qui termine la démonstration du théorème 5.

T héorème 6
Supposons que les hypothèses du théorème 5 sont satisfaites et que

lim
i—>o+ rz

g{r) -  i _  A
2 ’

alors toute solution и de (1), définie et absolument localement intégrable dans 
I  est de la forme

u(t) =  <
' at +  b si A =  0,

ae\/Â< _|_ ^e- v b  Л >  0, (9)
„ a s in (\/—At) +  6co s(\/—At) si A <  0.

De plus, si la solution и est non-nulle alors la fonction g est nécessairement 
de la forme

'1  si A =  0,
g(t) =  * ch '/X t si A >  0, (10)

k сов(л/—Ât) si Л <  0.
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Démonstration. Soit и une solution de (1) définie et absolument locale­
ment intégrable dans I. Du théorème 4 il résulte que la fonction и est de classe 
C 2 dans I  et elle vérifie l’égalité suivante

u{x +  r) +  u(x — r)

=  2u(x)g(r) +  2 f  [u(x +  r) +  u(x -  r) — 2u(x)g(r)]G(r -  p) dp
J  о

pour X G I, r G (0,ro) C [0, a) où r$ est un nombre strictement positif tel que 
(x - r 0,x  +  r0) C  I.

Il en vient

u(x +  r) +  u(x — r)  — 2 u(x) 

r2
q(r) — 1 2 Г

— 2u (x)——5------- f- - 5- /  [u(x +  /)) +  u(x -  p) -  2u(x)g(p)\G(r -  p) dp.
r z  r Z  J 0

En raisonnant comme dans la démontration du théorème 5 et en passant à la 
limite quand r —> 0+ on constate que

u"(x) =  Л u(x)

pour x G I . La dernière égalité nous ramène directement à la forme (9) de 
la fonction u. Directement de (9) et de l’unicité de solutions de l’équation de 
Volterra il résulte la forme (10) de la fonction g. La démonstration du théorème 
6 est donc terminée.

Exemple 4
Pour illustrer le théorème 6 on va donner un exemple. Considérons l’équa­

tion

Pour cet équation F(t) =  1 — |r4, G(r) =  r. La condition (6) est vérifié et 
l’égalité (7) n’est remplie qu’avec g{r) =  r2 -f l .  On voit donc que <7(0) =  1 
et итг^оч- =  1. Alors Л =  2 et le théorème 6 nous dit que si l’équation
(11) possède une solution и absolument localement intégrable dans R donc 

u(x) =  a e ^ 1 +  x 6 R, a, b 6  R. Et donc, la deuxième partie du
théorème 2, implique que a =  b =  0. On en déduit que l’équation (11) n’admet 
que la solution nulle comme la solution absolument localement intégrable dans
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