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Weryfikacja metody aproksymacji potgczonych (CA)
w zagadnieniu wtasnym prostego trojwymiarowego
modelu konstrukgji

Wstep

Waznym etapem w analizie oddziatywan o charakterze dynamicznym na konstruk-
cje jest wyznaczenie jej czestotliwo$ci drgan wtasnych. Potrzebne jest zatem roz-
wigzanie zagadnienia wtasnego [1, 7].

Dla prostych modeli matematycznych konstrukcji istnieje mozliwo$¢ otrzyma-
nia poszukiwanych czestotliwos$ci drgan wtasnych metodg analityczna [9]. W przy-
padku rzeczywistych obiektéw o ztozonej charakterystyce rozwiazania poszukuje
sie z wykorzystaniem metod numerycznych, wsréd ktérych powszechnie stosowa-
na jest metoda elementéw skonczonych (MES) [12, 13].

Kazda modernizacja konstrukcji powodujaca zmiane sztywnosci lub masy
wptywa na przesuniecie widma jej czestotliwosci drgan wtasnych, a wyznaczenie
nowych wartoéci tych charakterystyk dynamicznych wymaga nowych obliczen -
ponownego rozwiazania zagadnienia wiasnego z nowymi macierzami sztywnosci
i mas.

Programy bazujace na algorytmach MES, dzieki nowoczesnym naktadkom gra-
ficznym, umozliwiaja szybka korekte geometrii czy parametréw materiatowych
wynikajaca ze zmian wprowadzanych do modelu konstrukcji. Jednak w przypadku
koniecznosci wielokrotnego powtarzania analizy dynamicznej modyfikowanego
obiektu o znacznej liczbie stopni swobody jego modelu (np. w problemach optyma-
lizacji czy projektowania r6znych wariantéw modyfikacji budynkoéw), czas i koszto-
chtonnos¢ obliczen, mimo szybkiego rozwoju technologicznego sprzetu komputero-
wego, moga by¢ znaczace.

Pewne mozliwos$ci redukcji tego wysitku numerycznego zwiazane sa z wyko-
rzystaniem tzw. metod reanalizy [2, 3, 6]. Pozwalajg one na uproszczenie obliczen
poprzez uwzglednienie w nich informacji o konstrukcji przed modyfikacja. Dzieki
temu przy wyznaczaniu wartosci czestotliwosci drgan wtasnych obiektu po wpro-
wadzeniu zmian nie ma potrzeby rozwiazywania peinego uktadu réwnan zagadnie-
nia wlasnego.
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Jedna z metod reanalizy proponowanych w literaturze jest hybrydowa metoda
aproksymacji potagczonych (ang. Combine Approximations Method, CA) [3, 4]. Laczy
ona zalety aproksymacji lokalnej (rozwiniecie w dwumian) i globalnej (wykorzysta-
nie wektorow bazowych).

W niniejszej pracy skuteczno$¢ metody CA w wyznaczaniu czestotliwosci drgan
wtasnych konstrukcji po modernizacji przetestowano na przyktadzie prostego mo-
delu tréjwymiarowego o parametrach zblizonych do rzeczywistych obiektéw bu-
dowlanych, w ktérym modyfikacja powoduje wzrost liczby stopni swobody uktadu.
Dokonano adaptacji algorytmu CA w przypadku modernizacji skutkujacej zwieksze-
niem wymiaru macierzy sztywnosci i mas (wzmocnienie konstrukeji).

Algorytm metody potaczonych aproksymacji

Metoda potgczonych aproksymacji jest metoda przyblizona, w ktorej rozwigzy-
wanie nowego problemu wtasnego konstrukcji po modyfikacji, a wiec reanaliza za-
dania, odbywa sie za pomoca zredukowanej liczby réwnan [2, 3, 5]. WyKkorzystywane
sg tu wektory bazowe (aproksymacja globalna) otrzymane z rozwiniecia w szereg
pewnego dwumianu (aproksymacja lokalna).

W wyniku modernizacji konstrukcji zmianie ulegajg jej macierze sztywnosci
i mas:

K, =K+AK (1)
M, =M+ AM

gdzie: K, K, - macierze sztywnoSci; M, M, - macierze mas odpowiednio przed i po
modyfikacji konstrukcji; AK, AM - odpowiednio zmiana w macierzy sztywnosci
i mas.

Nowy problem wtasny z uwzglednieniem tak zmienionych macierzy sztywno-
$ci i mas mozna zapisa¢ nastepujaco:

K@, =AM®, . i=1.,p, (2)

gdzie: macierze Ky M, jak w (1); ®,, - wektory wiasne, 4, - wartosci wtasne
A, = o, o, =21f,), f,,~ czestotliwosci drgan wiasnych konstrukeji po modyfi-
kacji; p - liczba rozwazanych postaci drgan.

Zatem uwzgledniajac wstepny stan obiektu, nowy problem wtasny konstrukcji
po modyfikacji mozna zapisa¢ w postaci:

(K+AK)®, =4, (M+AM)® ,i=1,.,p, 3)

Algorytm CA wymaga obliczenia macierzy wektoréw bazowych r,, ktére majg
bezposredni wptyw na stabilnos$¢ i doktadnos¢ obliczen numerycznych:
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r,=[r,r,.r], (4)
gdzie: r, - macierz wektoréw bazowych; | G wektory bazowe, s - liczba wekto-
réw bazowych (znacznie mniejsza od liczby stopni swobody petnego uktadu przed
modyfikacja).
Réwnanie (5) definiuje pierwszy wektor bazowy:

r,=K'M,®, (5)

gdzie @ - wektor wlasny odpowiadajacy i-tej postaci drgan konstrukcji pierwotne;.
Kolejne wektory bazowe obliczane s3 z zaleznosci (6) (z wykorzystaniem roz-
winiecia w dwumian i oznaczenia B = K AK):

r =-Br ,k=23,.,s. (6)

k k-1’

Tak przygotowane macierze wektoréw bazowych wykorzystuje sie do oblicze-
nia zredukowanych macierzy sztywnosci K, i mas M

- T
KR =Ty KMrB

(7)
MR=rM r,

W kolejnym kroku algorytmu CA analizowany jest zredukowany problem wta-
sny dla pierwszej (najnizszej) warto$ci wtasnej:

Ky, =AMy, (8)

gdzie: y, y,~- wektor szukanych wspétczynnikéw, Vi, Yz w0 Vst
Odpowiedni wektor wlasny otrzymuje sie w wyniku przemnozenia wektora
wspotczynnikéw y, przez macierz wektoré6w bazowych ry:

¢Mi =-y1r1 +y2r2 +"'+ysrs = rByl' (9)

Analogiczna procedura jest uzywana w przypadku wyzszych postaci drgan.
Dodatkowo, aby zapewni¢ liniowa niezalezno$¢ wektoréw, wykorzystuje sie orto-
gonalizacje metoda Grama-Schmidta [2]. Dziatanie takie eliminuje zjawisko zbiez-
nosci wyzszych czestotliwos$ci drgan wiasnych do innych niz swoje wartos$ci. Innym
stosowanym tu zabiegiem numerycznym jest przesuniecie widma wartos$ci wta-
snych [11].

W przypadku modyfikacji konstrukcji skutkujacej zwiekszeniem liczby stopni
swobody w stosunku do liczby stopni swobody konstrukcji pierwotnej pojawiaja sie
trudnosci z obliczeniem macierzy zmian AKi AM ze wzgledu na r6zne wymiary
odpowiednich macierzy mas i sztywnosci przed i po modyfikacji - por. (1).
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Tak wiec zwiekszenie liczby stopni swobody uktadu w wyniku dodania do pier-
wotnej konstrukcji nowych elementdéw wymusza pewng modyfikacje algorytmu
klasycznej metody CA. Chodzi o utworzenie fikcyjnego uktadu pierwotnego (przed
zmiang), dla ktérego rozmiary macierzy mas i sztywnosci beda takie same jak
w przypadku modelu obiektu zmodernizowanego. Definiowane sg pseudopoczat-
kowe (fikcyjne), ,powigkszone” macierze sztywnosci (K, ) i mas (Mf) dla konstrukcji
poczatkowej, tak aby wymiary tych macierzy byty takie same jak wymiary macierzy
odpowiadajacych konstrukcji po modyfikaciji [2, 6].

Na rys. 1 [6] przedstawiono schemat postepowania w celu przeprowadzenia
wspomnianej modyfikacji algorytmu CA. Obiekt (A) i (C) to konstrukcje odpowied-
nio przed i po modyfikacji. Cze$¢ (B) opisuje rzeczywiste zmiany w konstrukgji, kto-
re ze wzgledu na réznice wymiaréw macierzy sztywnosci i mas obiektéw (A) i (C) sa
trudne do zdefiniowania. Obiekt (E) odpowiada fikcyjnemu uktadowi pierwotnemu,
a cze$¢ (D) wyraza pseudo-powiekszenie macierzy mas i sztywnosci konstrukcji
przed modyfikacja.

Takie podej$cie pozwala na zapisanie rownania (1) klasycznej metody CA
w postaci:

K, = Kf+ AKf

M, =M+ AM,, (10)

gdzie: K, M, - macierze sztywno$ci i mas po modyfikacji konstrukcji o wymiarze
,mxm”’, K, i M, - macierze sztywno$ci i mas fikcyjnego uktadu pierwotnego o wy-
miarze ,m x m”, AK, AM - macierze zmian korespondujace z istniejacymi i nowymi
stopniami swobody.

Zaproponowano utworzenie fikcyjnych poczatkowych macierzy sztywnosci
K imas Mfzgodnie z (11):

K aKMnb M aMMnb
| om=] (11)

K, = [
f aKy, —aKy,, aMy, ~ aMy,,

gdzie: K, M - por. réwnanie (1), K, M, - por. réwnanie (10), b - ré6znica wymiaréw
macierzy K i K, a - parametr z przedziatu (0,1) [2]. Warto$¢ a zalezy od wielkoSci
zadania i wprowadzonych do konstrukcji modyfikacji.
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Rys. 1. Schemat budowy fikcyjnego uktadu pierwotnego [6]

Zatem macierze fikcyjne sktadaja sie z elementéw rzeczywistej, poczatkowej
macierzy sztywnosci albo mas i sg uzupetnione o elementy w dodatkowych wier-
szach i kolumnach. Elementy te powstajg przez przemnozenie odpowiednich ele-
mentéw macierzy po modyfikacji konstrukeji (w odpowiednich dodatkowych ko-
lumnach i wierszach) przez statg a.

Zwykle liczba dodanych stopni swobody (nawet przy wprowadzaniu duzych
zmian w konstrukgc;ji) jest stosunkowo mata w poréwnaniu z liczbg stopni swobody
konstrukcji przed modyfikacja.

Po zdefiniowaniu macierzy K iAK orazM,iAM, wraca sig do klasycznego algo-
rytmu CA zgodnie z rownaniem (3).

Do obliczenia pierwszego wektora bazowego I} zamiast niewiadomego wek-
tora @, podstawia si¢ znany z analizy poczatkowej wektor @;. W przypadku
zastosowania fikcyjnego uktadu pierwotnego, wektor @; musi zosta¢ uzupetnio-
ny o warto$ci (AM;), ktorych liczba jest réwna réznicy wymiaréw K, i K. W celu
uproszczenia procedury CA, w niniejszej pracy zaproponowano przyjecie A®; jako
wektora zerowego. Taki zabieg pozwala na redukcje obliczen ze wzgledu na brak
konieczno$ci wyznaczania zmian w macierzy mas.
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Narys. 2 schematycznie przedstawiono macierz wektoré6w wtasnych dla fikcyj-
nej konstrukcji pierwotnej. Zawiera ona wektory rzeczywistej struktury ®;, uzu-
pelnione o nowe wartosci oraz A®; wektory D, skojarzone z fikcyjnymi stop-
niami swobody.

Rys. 2. Pseudopoczgtkowa macierz wektoréow wtasnych

Opracowano wtasny program komputerowy w Srodowisku Matlab [8], umozli-
wiajacy import oraz konwersje macierzy sztywnosci i mas pozyskanych z programu
metody elementéw skonczonych Ansys oraz wlasne oprogramowanie wykorzystu-
jace algorytm CA do wyznaczania czestotliwo$ci drgan wtasnych konstrukcji po mo-
dyfikacji zwiekszajacej liczbe stopni swobody jej modelu.

Wyniki obliczen czestotliwosci drgan wiasnych zmodyfikowanego prostego
tréjwymiarowego modelu konstrukcji

Uwagi wstepne

Skutecznos¢ metody potgczonych aproksymacji (CA) testowano w przypadku
tréojwymiarowego modelu konstrukcji. Analizowano zmiane czestotliwo$ci drgan
wilasnych obiektu wynikajgca ze wzmocnienia poprzez wykonanie z jednej strony
dobudoéwki. Rozwazana konstrukcja przed wzmocnieniem ma wymiary 2 m x 1 m
x 8 m i sktada sie z 4 kondygnacji o wysokos$ci 2 m kazda. Za grubos$¢ $cian i stropéw
przyjeto 15cm. Dobudéwke stanowi prostopadtoscian o wymiarach 1mx 1 mx 2 m.
Uzyto materiatu o nastepujgcych parametrach: modut Younga - E = 20 GPa, wspdt-
czynnik Poissona - v = 0,2.

Zastosowano 2 rézne typy elementéw skonczonych. Sciany i stropy zamode-
lowano przy uzyciu 4-weztowego elementu powtokowego ,Shell63” o 6 stopniach
swobody [10]. Natomiast uwzglednienie podatnego podtoza odbywa sie poprzez
zastosowanie sprezynek (element ,,Combin14”) na trzech translacyjnych (UX, UY,
UZ) i dwéch rotacyjnych (ROTX, ROTY) stopniach swobody [10]. Niezalezne oblicze-
nia przeprowadzono przy zatozeniu regularnej oraz nieregularnej siatki elementow
skonczonych.
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Na rys. 3a przedstawiono geometrie modelu AO (liczba stopni swobo-
dy - 17742) konstrukcji przed modyfikacja, a na rys. 3b geometrie modelu A1 (licz-
ba stopni swobody - 19332) konstrukcji po modyfikacji wraz z naniesiong regular-
ng siatkg elementéw skonczonych.

a) b)

Rys. 3. Geometria analizowanych obiektdéw z naniesiong siatkg elementéw skoniczonych: a) przed wzmoc-
nieniem (A0), b) po wzmocnieniu (A1)

Skuteczno$¢ metody potaczonych aproksymacji oraz doktadnos¢ uzyskiwa-
nych rezultatéw oceniano poprzez poréwnywanie wartosci czestotliwosci drgan
wiasnych wyznaczonych metodg CA (f,,,) z odpowiednimi wartosciami doktadny-
mi (f,,.), tzn. otrzymanymi w wyniku rozwigzania petnego zagadnienia wtasnego,
a wiec z pelnymi macierzami mas M, i macierzy sztywnosci K|, zmodyfikowanej
konstrukcji. W tym celu wyliczano utamek r::

fica
= 12
k fimes (12)

gdzie: f,, — warto$¢ i-tej czestotliwosci drgan wtasnych wyliczona metodg CA, f, .
- warto$c¢ i-tej czestotliwos$ci drgan wiasnych wyliczona z uzyciem petnej macierzy
mas M, i macierzy sztywnosci K, zmodyfikowanej konstrukgji (traktowana jako
wyznaczona doktadnie).

Dodatkowo okreslano btad wzgledny rozwigzania CA:
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Errf; = LM?M; Sfic‘*l -100% (13)

gdzie: Errf, - btgd wzgledny wartosci i-tej czestotliwosci drgan wtasnych wyznaczo-
nej za pomoca CA; f,,, [,z — Jak we wzorze (12).

Wyniki obliczen dla modelu z regularng siatkg elementéw skoriczonych

Rys. 4 przedstawia warto$ci utamka r, analizowanego modelu w zaleznosci od
liczby wektoréw bazowych i parametru a. Z wykresu mozna odczyta¢, ze niezalez-
nie od wartosci « uzycie juz trzech wektoréw bazowych (redukcja zadania z 19332
do 3 réwnan) pozwala otrzymac utamek r, bliski 1, a btad wzgledny Errf, nie prze-
kracza 0,1%. Natomiast zastosowanie czterech wektoréw daje wynik Scisty, tzn.
warto$¢ pierwszej czestotliwo$ci drgan wtasnych pokrywa sie z rozwigzaniem uzy-
skanym z uktadu petnego przy uzyciu metody elementéw skonczonych. Co wazne,
rezultat nie ulega zmianie przy wiekszej liczbie wektoréw bazowych co potwierdza
stabilno$¢ metody.

Na uwage zastuguje rowniez fakt, ze w przypadku prostego modelu tréjwymia-
rowego algorytm CA cechuje mata wrazliwo$¢ na wartos$ci parametru a. Réznice od-
notowuje sie tylko przy uzyciu jednego lub dwéch pierwszych wektoréw bazowych.

35 ——a=10"

- —_—— =107

Liczba wektoréw bazowych

Rys. 4. Wartos¢ utamka r, w zaleznosci od liczby przyjetych wektoréw bazowych oraz wartosci parametru o
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Wyniki obliczen dla modelu z nieregularng siatka elementéw skornczonych

Regularna siatka elementéw skoniczonych jest czesto wykorzystywana w obli-
czeniach MES. Jednak w bardzo wielu przypadkach, ze wzgledu na np. skompliko-
wang geometrie obiektu w niektérych obszarach, konieczne jest zastosowanie siatki
nieregularnej, ktéra moze przyczynic¢ sie do pogorszenia wynikéw ze wzgledu na
ksztatt i rozmiar elementéw skoniczonych.

Aby sprawdzié, jaka moze by¢ zalezno$¢ doktadnos$ci rozwigzania z uzyciem
metody CA od geometrii elementéw skonczonych, zmieniono w programie Ansys
[10] metode siatkowania i postuzono sie siatka nieregularna. Zatozono, Ze liczba
stopni swobody modelu z siatka regularng i nieregularna jest zblizona.

Odpowiednie modele A2 i A3 z naniesiong nieregularng siatka elementéw
skoniczonych przedstawiono na rys. 5.

Otrzymane warto$ci pierwszej czestotliwosci drgan wiasnych modeli, wyzna-
czone z uzyciem petnego uktadu réwnan zagadnienia wtasnego, réznia sie w zalez-
nosci od przyjetej siatki: 9,91 Hz - regularna, 9,94 Hz - nieregularna.

W tabeli 1 zestawiono wyniki obliczen pierwszej czestotliwosci drgan wtasnych
obiektu otrzymane metoda aproksymacji potaczonych w zaleznosci od parametru a
i liczby wektoréw bazowych dla modelu A3.

Wynika z nich brak wptywu rodzaju wygenerowanej siatki na jako$¢ rozwiaza-
nia CA. Podobnie jak w przypadku obiektu A1, zastosowanie juz czterech wektorow
bazowych przy a = 0,001 pozwala osiagna¢ warto$¢ pierwszej czestotliwo$ci drgan
wtasnych taka jak z programu Ansys [10]. Wyniki wskazuja, Ze przyjecie parametru
aréwnego lub mniejszego od 0,001 umozliwia uzyskanie satysfakcjonujacych rezul-
tatow przy mniejszej liczbie zastosowanych wektoréw bazowych.

a) b)

Rys. 5. Prosty model tréjwymiarowy z naniesiong nieregularng siatka elementéw skoriczonych: a) przed
wzmocnieniem (A2), b) po wzmocnieniu (A3)
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Tab. 1. Wartosci pierwszej czestotliwosci poziomych drgan wtasnych w zaleznosci od liczby wektorédw bazo-
wych i parametru a metody CA, model A3

f, [Hz]
a Liczba wektoréw bazowych
1 2 3 4 5 6 7 10
0,01 37,76 | 36,92 | 10,61 | 10,01 9,98 9,95 9,94 9,94
0,001 10,39 | 10,38 9,97 9,94 9,94 9,94 9,94 9,94
0,0001 10,67 | 10,24 9,95 9,94 9,94 9,94 9,94 9,94

Wykorzystujac wzory zamieszczone w pracy [4], policzono tez ,zyski” wyni-
kajace z zastosowania metody CA, a spowodowane ograniczeniem liczby operacji
algebraicznych w stosunku do rozwigzania tego samego problemu metoda pod-
przestrzennych iteracji. Na rys. 6 pokazano wyniki takiego poréwnania przy zatoze-
niu, Ze do wyznaczenia jest jedna warto$¢ wlasna, przeprowadza sie jedng analize,
aliczba stopni swobody wynosi 19332. Pod uwage wzieto r6zna liczbe uzytych wek-
toréw bazowych.

Wartos¢ utamka N, /N, przedstawiono w zaleznos$ci od liczby wektorow
bazowych, gdzie N, - liczba operacji algebraicznych metodg podprzestrzennych
iteracji, natomiast N, - liczba operacji metodg potgczonych aproksymacji.

Przyktadowo z zamieszczonego na rys. 6 wykresu wynika, ze przy uzyciu
4 wektoréw bazowych w zatozonym przypadku obliczen ogranicza sie liczbe nie-
zbednych operacji algebraicznych okoto 23 razy.
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liczba wektoréw bazowych

Rys. 6. Zaleznos¢ utamka N, / N, od liczby wektoréw bazowych uzytych w metodzie CA

MPI

Whioski

Zastosowanie metody potaczonych aproksymacji pozwolito na znaczna reduk-
cje wymiarow problemu wtasnego, a wiec wyrazne ograniczenie kosztu analizy
numerycznej czestotliwosci drgan wiasnych tréjwymiarowego modelu konstrukcji
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po modyfikacji. Juz uzycie 4 wektoréw bazowych, czyli redukcja zadania z prawie
20 tysiecy rownan do 4, umozliwito otrzymanie wartosci pierwszej czestotliwosci
drgan witasnych konstrukcji pokrywajgcej sie z wynikiem uzyskanym dla uktadu
pelnego. Przeprowadzone analizy wskazujg na mata wrazliwo$¢ doktadnosci me-
tody CA na dobo6r wartosSci parametru @, a takze na rodzaj zastosowanej siatki ele-
mentow skonczonych w przypadku prostych modeli tréjwymiarowych. Potwierdza
to stabilno$¢ metody CA nawet w odniesieniu do modyfikacji istotnie zwiekszajgcej
liczbe stopni swobody uktadu.
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Numerical Verification of Combined Approximations Method (CA)
in the Case of Eigenvalue Reanalysis of the Modified Simple
Three-dimensional Structure

Abstract

In the paper combined approximations (CA) hybrid method is proposed as an effective
reanalysis approach for computation of natural frequencies of the modified simple three-
dimensional structure. CA procedure is applied in the case of increasing number of degrees
of freedom (DOF) in the model after modification. It is proved that the CA method gives
asignificantreduction of the computational effort (the reduction of the computational cost) by
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decreasing the number of necessary numerical operations for evaluation of natural vibration
frequencies of the modified structure with no greater decrease of the computation accuracy.

Key words: Combined approximations method, reanalysis of structure, natural frequencies
of vibration
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