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Twierdzenie o probkowaniu z perspektywy przestrzeni Hilberta

Do czego potrzebne jest twierdzenie o prébkowaniu?

Swiat wokét nas wypetiony jest zjawiskami, ktére mozna opisaé za pomoca
liczb. Predko$¢ samochodu, poziom os$wietlenia, ci$nienie powietrza, temperatura,
umiejscowienie w przestrzeni i wiele, wiele innych wielko$ci ma w danym momen-
cie Scisle ustalong warto$¢, ktora - przy pomocy odpowiednich przyrzadéw pomia-
rowych - mozemy odczytac. Jednoczes$nie wiekszos$¢ z tych wielko$ci zmienia sie
w czasie. Tak wiec dla kazdego momentu czasowego t przyrzad zwroci pewna war-
to$¢ mierzonej wielkosci. Skoro kazdemu momentowi czasowemu odpowiada licz-
ba x, opisujaca wynik pomiaru, to zbiér wszystkich wynikéw jest funkcja czasu x(t).
W inzynierii zmienna w czasie wartos¢ (czyli funkcja czasu) nazywana jest czesto
sygnatem [1].

Zatézmy, ze chcemy doktadnie zapisa¢ przebieg sygnatu za pomoca cyfr w pa-
mieci komputera. Zazwyczaj mierzone wartosci (np. temperatura) sa liczbami rze-
czywistymi (przewaznie maja nieskonczenie wiele cyfr po przecinku). Aby zapisaé
je w pamieci komputera nalezy zastosowaé pewne zaokraglenie (nazywane kwan-
tyzacja), poniewaz pamie¢ moze pomiescic jedynie skoniczona liczbe cyfr. Pozostaje
jednak pytanie - ile takich zaokraglonych prébek (warto$ci funkcji w punktach)
trzeba zebraé, zeby opisac¢ sygnat ,wystarczajaco doktadnie”. Inaczej méwiac, na-
lezy zastanowic sie, jak gesto trzeba probkowaé, aby na podstawie tych wtasnie
prébek mozna byto odtworzy¢ pierwotny sygnat. Jezeli nie sa dostepne Zadne infor-
macje o charakterze sygnatu x(t), to nalezatoby zapisa¢ wszystkie wartos$ci sygna-
tu w kazdym momencie czasowym, czyli nieskonczenie wiele prébek, pobieranych
nieskonczenie czesto. Jest to niemozliwe, cho¢by dlatego, Ze dostepna jest tylko
skoniczona ilo$¢ pamieci na komputerze. Na szcze$cie wiekszo$¢ sygnatéw ma swoje
specyficzne wiasciwosci, ktére umozliwiaja przyjecie pewnych zatozen co do tempa
ich zmienno$ci w czasie, czy tez czestotliwosci. Np. czestotliwo$¢ zmian tempera-
tury powietrza w pomieszczeniu jest zwykle znacznie mniejsza niz czestotliwo$¢
drgan czasteczek powietrza wywotanych muzyka. Korzystajac z wiedzy na temat
zmienno$ci danego rodzaju sygnatu, mozna okresli¢ liczbe prébek potrzebnych
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do kompletnego opisu sygnatu. Do tego celu potrzebne jest wiasnie twierdzenie
Shannona o préobkowaniu [2].
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Rys. 1. Przyktadowy sygnat — funkcja czasu x(t)

Rdine rodzaje wektorow

Do rozwigzania danego problemu inzynierskiego konieczne jest jego precyzyj-
ne sformutowanie. Dobrg metodg formalizacji jest przedstawienie problemu w for-
mie graficznej i zapisanie jej w postaci matematycznej. W przypadku przetwarzania
sygnatéw analogowych mamy do czynienia z funkcjami o postaci x(t), gdzie zaréw-
no czas t, jak i warto$¢ sygnatu x(t) sa liczbami rzeczywistymi. Tak wiec zbiér warto-
$ci funkcji x(t) zawiera nieskonczenie wiele liczb rzeczywistych (mozna powiedzie¢,
ze t indeksuje warto$ci x(t), tj. zeby okresli¢ konkretng wartosci funkcji x(t) nalezy
wskazac ja za pomoca t). Mozna zapisac to jako

x(t),t €R

Rozwazmy sytuacje w ktorej wystepuja dwa sygnaty x(t), y(t), ktérych doda-
wanie chcemy przedstawi¢ graficznie. Wykonanie takiej operacji nie jest mozliwe
w sposdb Scisty, bo zeby przedstawi¢ w catosci ktorykolwiek z tych sygnatéw,na-
lezatoby mie¢ nieskonczenie dtuga o$ t. Gdyby zadanie to dotyczylo dodawania
wektoréw (oznaczmy je jako X,y € R?) w przestrzeni dwuwymiarowej, to byto-
by ono w pelni realizowane. Przestrzenie liniowe R", czyli ztozone z n-wymiaro-
wych wektoréw zawierajacych liczby rzeczywiste nazywamy przestrzeniami eukli-
desowymi. Wektor dwuelementowy mozna przedstawi¢ jako punkt w przestrzeni
dwuwymiarowe;j.
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Rys. 2. Suma wektoréw x,y € R?

Nasuwa sie pytanie - czy dodawanie sygnatéw w przestrzeni dwuwymiarowej
podlega tym samym zasadom, co dodawanie sygnatow w przestrzeni, w ktorej licz-
ba wymiaréw jest nieskoniczona? Poprzez analogie

Xy, Z2€R* z= x4y =[x, %]+ [y, y.] = [x1 +y1, % + ¥5]

Xy,2E€RY z=x+y = [x,%, %3] + [y1,¥2,¥3] = [x1 + y1, %5 + ¥, %3 + ys3]

x(t),y(),z(t), t e R: z(t) = x(t) + y(t)

mozna zauwazy¢, ze zasady dodawania sygnatow sg takie same w przestrzeni o do-
wolnej liczbie wymiaréw: sumuje sie odpowiednie sktadowe dodawanych sygna-
téw. Wynika z tego wazny wniosek: sygnaty x(t),t € R mozna traktowac analo-
gicznie jak wektory o skoniczonej liczbie sktadowych.

Przestrzen euklidesowa i przestrzen Hilberta

Teoria przestrzeni euklidesowych R? i R moze by¢ tatwo zilustrowana dzie-
ki istnieniu tréjwymiarowej przestrzeni fizycznej (otaczajacy $wiat), zawierajacej
réwniez obiekty, ktére w pewnym uproszczeniu moga by¢ uznawane za dwuwy-
miarowe (np. kartka, ekran komputera). Nieskoficzenie wymiarowe przestrzenie
Hilberta 7, ktére mogg zawiera¢ réwniez funkcje (np. x(t),t € R), sa rozszerze-
niem koncepcji przestrzeni euklidesowych R™

Przynalezno$¢ wektora do pewnej przestrzeni wektorowej oznacza, ze wektor
ten ma pewne z gory znane wlasciwosci. W szczegélnosci wektory z przestrzeni R3
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a) majg 3 sktadowe, np. u,=[1,0,0], z = [2, -1,5],
b) mozna dodawa¢ lub mnozy¢ przez stala liczbe a, tak aby spetniona byta
zaleznos¢
a(x+y) =ax+ay

(whasciwos¢ ta jest okreslana jako liniowos¢ przestrzeni),
¢) maja okreslong dtugosé, wyznaczang na podstawie twierdzenia Pitagorasa,
rozszerzonego do 3 wymiardw; dltugo$¢ wektora x = [x,, x,, x3]jest opisywana wzo-

rem
[Ix|| = fxlz + x2 4 x2

d) mozna bada¢, na ile maja podobny kierunek; stuzy do tego iloczyn skalarny,
definiowany jako

(X,y) = X191 + XY, + X33

Iub
(x,y) = cos ¢ [[x[lllyll

gdzie ¢ to kat miedzy wektorami. Warto zaznaczy¢, ze iloczyn skalarny jest ,ideal-
ng” miarg podobienstwa kierunku wektorow, tylko jesli oba wektory maja dtugos¢
rowng 1, czyli [Ix]| = llyll = 1.

Wszystkie te operacje w R® majg swoje odpowiedniki w dowolnej przestrze-
ni R™. W przestrzeni R" sktadowe wektora sg indeksowane liczbami catkowitymi.
W przestrzeni Hilberta sktadowe ,,wektora” - czyli wartosci funkcji x(t) - sa nato-
miast ,indeksowane” zmienng rzeczywista t. Tak wiec o ile w przestrzeni euklide-
sowej uogoélnienie sumowania realizowane jest za pomocg sumy wszystkich sktado-
wych, to w przestrzeni Hilberta H suma zastepowana jest przez catke:

) Przestrzen euklidesowa o
Operacja R® Przestrzen Hilberta
Liczba elementdw sktadowych wektora n nieskoficzona
Dodawanie elementow przestrzeni X+y=1z X(t) +y(t) =z(t)
+oo
Norma (dtugoéc) IxIl = Z X7 x| = f x2(t)dt
n —00
+00
lloczyn skalarny xy) = Z Xn¥n (x(©),y()) = f x(t)y(t)dt
n
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Uwaga do tabeli na str. 121! Wartosci funkcji x(t), y(t) € H moga by¢ réow-
niez liczbami zespolonymi, stad w iloczynie skalarnym konieczne jest zastosowanie
sprzezenia funkgji y(t). Jezeli y(t) = a(t) + jb(t), to y(t) = a(t) — jb(t).

Wektor w bazie ortonormalnej

Baza przestrzeni to najmniejszy zbiér wektoréw tej przestrzeni, przy pomocy
ktorych mozna przedstawi¢ dowolny wektor tej przestrzeni za pomocg ich sumy
wazonej [3, 4]. Bazg przestrzeni R? sa np. wektory

u; = [1,0],u, = [0,1]

i poniewaz dla kazdego wektora x € R® mozna znaleZ¢ takie liczby c,, c, aby spetni¢
réwnanie

ciuqg + couy.

Skad wzigc te liczby? W przypadku tej akurat bazy kazdy z wektoréow u,, u,
opisuje wylacznie jedng sktadowa wektora x, a dodatkowo dtugos¢ kazdego z tych
wektorow jest rowna 1. Tak wiec np. wektor x = [3,1] bedzie opisywany wspotczyn-
nikami ¢, = 3, ¢, = 1. Mozna zauwazy¢, Ze wspotczynniki dla tej bazy mozna uzyskac,
wykorzystujac iloczyn skalarny

X = (X, up)uy + (X, uz)u, (1

Réwnanie (1)jestprawdziwedzigkiwtasciwoSciomwektorowu,,u,.Obawektory
sg unormowane do 1, tj. |[uq]| = |luz|| =1 i ponadto sg wzajemnie prostopad-
te (ortogonalne), dzieki czemu ich iloczyn skalarny wynosi(uq, u,) = 0. Kazdy
z iloczynéw skalarnych (x, u;) i (X, uz) pozwala otrzymac sktadowa kierunku wek-
tora x. Dzieki ortogonalnosci wektoréw u,, u, sktadowe te s wzajemnie niezalezne.
Tak wiec kazda baza ztozona z wektoréw y unormowanych do 1 oraz wzajemnie
prostopadtych, czyli baza ortonormalna

(Y ¥m) =0 n#m
(Y ym)=1 n=m
moze by¢ uzywana do opisu dowolnego wektora z odpowiadajacej jej przestrzeni

w nastepujacy sposob:
X = Z(X: Yn)Yn'

n

Analogiczna sytuacja wystepuje w przypadku przestrzeni zawierajacej funk-
cje. Zeby przedstawi¢ pewng funkcje w bazie funkcji, trzeba najpierw zdefiniowaé
baze. Np. dla funkcji zdefiniowanych w przedziale t € [-m, 7] bazg ortogonalng jest
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zbior funkcji sin(nt), cos(nt)},cz. Jezeli przyjmiemy oznaczenie ortogonalno$ci
x(t) L y(¢t), czyli

f Oyt =0 ox(©) Ly

to dla dowolnych dwoch funkcji bazowych n,m € Z,n # m spetione s zaleznosci

sin(nt) L sin(mt)
cos(nt) L cos(mt)
cos(nt) L sin(mt)

Sinus nalezy do funkcji nieparzystych, a cosinus do parzystych, tak wiec aby
mozna byto przedstawi¢ w bazie dowolng funkcje (zaré6wno parzysta, nieparzy-
stg, jak i niebedaca ani parzysta, ani nieparzysta), baza musi zawiera¢ zaré6wno
sinusy, jak i cosinusy. Bazg funkcji w przedziale t € [—, ] jest wiec zbidr funkcji
{e/™} ez (etoliczba Eulera, j to jednostka urojona), poniewaz:

a) zawierajq one w sobie sinus i cosinus, zgodnie z wzorem Eulera

e/™ = cos(nt) + j sin(nt),
b) umozliwiaja reprezentowanie funkcji o wartos$ciach zespolonych,
c) ich norma w przedziale t € [-m, 7] wynosi ||e/™|| =1, a wiec {e/™} ¢z
tworza zbidr funkcji ortonormalnych.
Zatem odpowiednik reprezentacji wektora w bazie ortonormalnej n,m € Z,n # m
dla funkcji x(t):t € [-m, ] przedstawia sie nastepujaco:
+00
x(t) = Z (x(t), e/mtyeint,
n=—oo

Rozpisujac iloczyn skalarny
+00

x(t) = Z c, el

n=-—oo

(2)
o =f x(t)e Imtdt

otrzymujemy wzor na szereg Fouriera. Minus w e’ we wzorze (2) wynika z zasto-
sowania sprzezenia funkcji /.
Nieco inna sytuacja ma miejsce, gdy konieczna jest reprezentacja funkcji

w przedziale t € (=, +). Do tego celu potrzebny jest zbiér funkcji ortonormal-
nych w tym wtasnie przedziale. Zauwazmy, ze przedstawiona wcze$niej ortogonal-
nos$¢ miedzy funkcjami harmonicznymi e zachodzi rdwniez w przypadku iloczynu
skalarnego zdefiniowanego w granicach (—oo, +)

+00

[ x@y@dc=0 o x© Lye

—00
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Jednak tym razem, aby skompletowac baze ortogonalng, nie mozna ograniczy¢
sie tylko do funkcji & z indeksem nalezacym do liczb catkowitych (n € Z), ponie-
waz bylby to jedynie podzbior wszystkich funkcji ortogonalnych. Zauwazmy, ze
iloczyn skalarny +oo

f ejntejmtdt

—00

jest rowny zero dla wszystkich nalezgcych do liczb rzeczywistych (poza n = m):

+00 +00 +00 +oo
f e/nteimiqr = f e/(tmit gy — f sin((n + m)t) dt + j f cos((n+m)t)dt =0

(suma po6l pod wykresem zaréwno sinusa, jak i cosinusa jest réwna 0, o ile argument
tych funkgcji nie jest rowny 0).

Zatem aby uzy¢ wszystkich ortogonalnych funkcji harmonicznych, potrzebne
jest indeksowanie n € R. Tym samym zamiast wspétczynnikéw ¢ indeksowanych
przez liczbe catkowita n € Z mamy ,wspotczynniki” indeksowane liczba rzeczywi-
sta n € R, czyli funkcje c(n). Poniewaz litera n jest najczeSciej uzywana jako
oznaczenie liczb catkowitych, a w proponowanym kontekscie oznacza liczbe rze-
czywista, totez oznaczenie c(n) zastepuje sie przez X(w). Nowa posta¢ wzoru
X = Z(x, ¥a)¥a dla reprezentacji funkcji w przedziale t € (-0, +) to

n

x(t) = f(x(t),ef‘*’t)ej‘*’tda)

Rozpisujac iloczyn skalarny
+00

x(t) = fX(w)ef‘”tdw

—00

otrzymujemy wzor opisujacy transformacje Fouriera.
Ponizsza tabela zawiera podsumowanie réznych przypadkéw reprezentacji
elementéw przestrzeni w bazach ortonormalnych.

Przestrzen euklidesowa Przestrzen Hilberta Przestrzen Hilberta
dwuwymiarowa x € R? x(t): t € [—m, 7] x(t): t € (—o0,400)

Przyktadowa baza

- - — nt = ot
ortonormalna u = [10Juy = [01] | uy(2) = /™, neL u,(t) = e/t w€eR

Wspétczynniki

¢, = (x(t),u,(t)) = X(w) = (x(t),u, () =
rozwiniecia n n( ©), un (©)) (+)°o (x(8),u, ()

) _ — wnT ) )
clemenwypriestzent | €, = (000 = 3| _ [ emge | = [ eiar
(iloczyn skalarny) " e
Rozwiniecie
elementu przestrzeni X = Z Cnlln x(t) = Z Cnltn (t) x(t) = f X(w) u, (t)dw
wzgledem bazy ne(12} nez

w€ER
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Twierdzenie Shannona w ujeciu przestrzeni Hilberta

Zat6zmy, ze dany sygnal ma w dziedzinie czestotliwo$ci niezerowe sktado-
we tylko w przedziale w € [-m,7]. Poza tym przedziatem X(w) # 0. Poniewaz
w dziedzinie czestotliwo$ci @ sygnat ten jest opisany w skonczonym przedziale
w € [-m, 7], jego szereg Fouriera to

X(w) = Z cpel®t
nez
gdzie wspdtczynniki sg obliczone za pomoca iloczynu skalarnego

s

= (X(w), /™) = fX(w)ej”“’dw.

-1

Dokonujac transformacji Fouriera réwnan (2) i (3), otrzymamy:

Dziedzina czestotliwosci w Dziedzina czasu t
— nw _ Sin(?‘[(f = n))
X(w) ; cwefe (=, ], x(t) = nzez Cn Tai—n)
— (X(@), /) ~ (x(o), S”’(”(%)%
n(t—n)

Zauwazmy, ze roOwnanie opisujace
Vs

Cp = fX(w)ej”“’d(u

-1
jest r6wnoznaczne z definicja transformacji Fouriera
+00
x(t) = f X(w)el®tdw
+oo

z podstawieniem t = n i zatozeniem, ze catkowanie odbywa sie w przedziale
€ [—n, 7] (bo poza tym przedziatem X(w) = 0). Tym samym podstawiajac to do prze-
transformowanego szeregu Fouriera, otrzymujemy

sm(n(t—n))
x(t)-z W=

Z powyzszego wyprowadzenia mozna wysnu¢ kilka wnioskdw:
- warto$¢ sygnatu w punkcie jest wynikiem iloczynu skalarnego (x(®), or g ),
- zestaw funkcji w)’ n € Z jest baza ortonormalng dla przestrzeni funkcji
0 pasmie ograniczonym do w € [, 7],
- operacja probkowania z matematycznego punktu widzenia to iloczyn skalarny

sygnatu i funkcji bazowych przestrzeni, do ktérej nalezy sygnat,

sin(r(t — n))
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Podsumowanie

Przestrzenie Hilberta umozliwiaja wyprowadzenie wielu znanych narzedzi
matematycznych w oparciu o analogie z intuicyjnym pojeciem euklidesowej prze-
strzeni wektorowej. W niniejszym artykule przedstawiono wyprowadzenie szere-
gbéw Fouriera oraz transformacji Fouriera, a takze - syntezujgc oba przeksztatcenia
- twierdzenia o prébkowaniu Shannona. Zaprezentowane podej$cie wykorzystuje
jednorodny zestaw pojeciowy i umozliwia przedstawienie genezy tego fundamen-
talnego dla inzynierii elektrycznej twierdzenia.
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Sampling Theorem in Hilbert Spaces

Abstract

Sampling theorem is a fundamental theorem used for digital signal processing of analogue
signals. Its classic derivation relies on Fourier series and Fourier transform, used as
independent mathematical tools. By using Hilbert space, it is possible to present all these tools
as special cases of representation of vector in the orthonormal basis. Such representation can
be easily understood using an analogy with the projection of vector onto the Cartesian plane.
His approach allows relatively easy understanding of sampling and reconstruction of signal,
thanks to using a vector space, the idea known from linear algebra course. The aim of this
paper is to present this approach in a tutorial style.

Key words: Hilbert spaces, sampling theorem
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