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Abstract. Similarly like classical probability, the origin of the geometric
probability is also connected with gambles. Nowadays it solves problems
that are common for the real life but also the problems of many scientific
branches. In the paper there are briefly presented the historical facts
about development of the geometric probability with the accent on its
founder 1 Comte de Buffon and a solution of one alternative of his tile
problem.

1. Wprowadzenie

Prawdopodobienstwo zdarzenia jest kojarzone przez ludzi z grami hazardo-
wymi (z zakladami) i jest rozumiane jako stosunek liczby wynikéw sprzyjaja-
cych do liczby wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia losowego, z kt6-
rym zdarzenie sie wigze. Takie ,klasyczne” podejScie do prawdopodobienstwa
jest stosowane do rozwiazywania probleméw zwiazanych z do$wiadczeniami lo-
sowymi, ktérych zbiér wszystkich wynikéw jest skonczony i wszystkie te wyniki
s jednakowo prawdopodobne (zob. [6]).

Pojecie prawdopodobieristwa geometrycznego jest prawie nieznane dla wigk-
szosci ludzi, dlatego Ze nie ma go w programie szkolnego rachunku prawdopo-
dobienstwa. Tymczasem $wiat, ktéry nas otacza, jest pelen zdarzeh losowych
typu geometrycznego i prawdopodobienistwo geometryczne jest podstawowym
narzedziem ich opisu i zrozumienia.

Do studiowania prawdopodobiefistwa geometrycznego niezbedne jest ze-
branie pewnych podstawowych wiasnosci obiektéw geometrycznych (punktéw,
prostych, plaszczyzn, okregéw, kul itd.), podstawowych pojeé jako obiektéw
oddzialywujacych (sondy) i obiektéw, na ktérych dzialamy oraz drég i spo-
sobéw, za pomoca ktérych moga byé okreslone probabilistyczne wyobrazenia
o wzajemnych oddzialywaniach tych geometrycznych obiektéw.

2. Prawdopodobiefistwo geometryczne w naturalnych aktywnosciach

Rozwazmy nastepujace sytuacje:
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1. W grze z udzialem dwdch graczy rzuca si¢ monetg. Jesli wypadnie orzel,
to zwycieza jeden z graczy, jesli za$ reszka, to drugi.

2. W ciemnym pomieszczeniu czlowiek usiluje rekq znaleZé na Scianie wy-
{gcznik Swiatla; s¢ dwa wyniki: znajdzie wylgeznik albo nie.

3. Lew poszukuje pozywienia na swoim terytorium. Albo zaspokoi swdj gldd,
albo nie?

4. Chlopiec rzuca maly kamyk do pojemnika z wodg (rys. 1). Od czego zalezy
to, czy kamyk wpadnie do pojemnika czy nie?

Rysunek 1. Wspéldzialanie (interakcja) ludzkiej reki z wylacznikiem na $cianie

Wszystkie wspomniane sytuacje sa podobne z uwagi na liczbe mozliwych
wynikéw. Sa tylko dwa wyniki: sukces bad? porazka. Liczba zmiennych
w drugiej, trzeciej i czwartej sytuacji jest jednak wigksza niz w pierwszej
i te zmienne sa réznego typu. Chodzi o:

— podstawowg przestrzen, w ktorej przebiega aktywnos$é ($ciana pomieszcze-
nia, terytorium, na ktérym zyje lew, naczynie),

— obserwowany obiekt (wylacznik $wiatla, pozywienie lwa, otwdr naczynia),
— obiekt wykonujacy czynnosci (reka czlowieka, lew, kamyki).

Wspomniane problemy naleza do zakresu prawdopodobienstwa geometrycz-
nego. Jego ogdélnym przedmiotem jest badanie przestrzennych zdarzeri; zdarze-
nie rozumiane jest jako fakt, ze w czeSci przestrzeni jest co$, co mozna opisaé
takimi geometrycznymi charakterystykami, jak objetosé, pole, dlugoéc i ksztalt.

Istniejg dwa typy zdarzen przestrzennych: zdarzenia indywidualne (pojedyri-
cze) i zdarzenia kolektywne (zbiorowe). Przykladem zdarzen pierwszego typu
moga byé wady czesci maszyn albo patologiczne zmiany organéw chorego (np.
nerki, ptuca). Przyktadem drugiego typu sa wzmacniajace czastki albo dziury
w tkaninach, drzewa w lesie, przystanki tramwajowe w miescie, turysci w pew-
nym regionie itd. W tych przypadkach sa wazne nie tylko wielkosci skladowych
obiektéw, ale takze ich przestrzenne rozmieszczenie oraz wzajemne oddzialy-
wanie (wplyw pradéw wodnych i rodzaju gleby na przestrzenne rozmieszczenie
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okreslonych drzew, zalezno$¢ obstugi komunikacyjnej od gestosci zaludnienia
miasta, przestrzenne rozmieszczenie zanieczyszczen w tkaninach). Istnieja réw-
niez sytuacje, ktére sa zwyczajnymi problemami probabilistycznymi, pomimo
ich geometrycznej natury. Jest takim na przyklad problem przypadkowego spo-
tkania®, ktéry jest dwuwymiarowy (jednym z wymiaréw jest czas).

[EFAYA

Rysunek 2. Przyklady wypuklych i wklestych naczyn. Sukces wpadania kamienia do naczy-
nia nie zalezy od jego objetosci, a tylko od dwuwymiarowego przekroju jego otworu

Badanie zdarzeh zazwyczaj odbywa sie na podstawie pobranej geometrycz-
nej prébki. Sprowadza sie do analizy projekcji obiektéw na podprzestrzen li-
niowa (plaszczyzne, prosta) i przecigé z odpowiednio wybranymi zbiorami —
sondami — znanych wlasnoéci. Sonda moze byé zerowymiarowa (punkt), jed-
nowymiarowa (odcinek prostej lub krzywej, prosta), dwuwymiarowa (badane
“okno, plaszczyzna) albo tréjwymiarowa (ograniczona cze$é przestrzeni). Tréj-
wymiarowy obiekt jest nastepnie reprezentowany przez swoje dwywymiarowe,
jednowymiarowe i zerowymiarowe prébki.

3. Podstawowe podejscia

Prawdopodobienstwo klasyczne pozwala rozwiazywaé problemy dotyczace
sytuacji, w ktérych jest skoficzony zbiér jednakowo prawdopodobnych wynikéw.
Klasyczne prawdopodobienistwo zdarzenia jest okreslone jako iloraz liczby wy-
nikéw sprzyjajacych zdarzeniu i liczby wszystkich mozliwych wynikéw. Praw-
dopodobienstwo geometryczne takze poréwnuje wyniki sprzyjajace zdarzeniu
z wszystkimi mozliwymi wynikami. Typowe problemy zwigzane z prawdopodo-
bienstwem geometrycznym dotycza wzajemnego oddzialywania obiektéw geo-
metrycznych (zbioréw) i ich prawdopodobiefistwa. Najistotniejsze sa tu naste-
pujace sytuacje:

Jezeli A jest zbiorem ograniczonym, B C AiC jest sondg (punktem, prostg,
odcinkiem itd.), to wéwczas mozemy zdefiniowaé warunkowe prawdopodobiefi-
stwa P(C 1 B|C 1 A) albo P(C 1 B|C C A).

Rozwazmy odcinek A o dtugoici 1 podzielony na dwie czeéci — A; o dtugosci 0.2

! Meeting problem: Dwie osoby A i B uméwily sie na spotkanie w danym miejscu. Niestety
zapomnialy o dokladnym czasie spotkania, pamigtaly jedynie o tym, ze ma to byé miedzy
godzing 6sma a dziewiata wieczér. Obie wybiorg swédj czas przybycia w tym przedziale cza-
sowym i kazda czeka 10 minut (albo do dziewiatej, jesli ktéras z nich przyszla pierwsza) na
przyjécie tej drugiej. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze do spotkania dojdzie?
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i A2 o dtugosci 0.8. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze punkt rzucony losowo na
odcinek A trafi do jego czesci A;, a jakie ze do czesci Ap?

W okresleniu prawdopodobienistwa geometrycznego musimy uwzgledniaé
dlugosci odcinkéw, co wynika z nastepujacych faktéw:
Jezeli A jest dziedzing sondy C (punkt, prosta itd.), a B jest podzbiorem zbioru
A, to prawdopodobienistwo, ze sonda C zawierajaca si¢ w A obejmie takze B,
jest réwna
m(C 1 B)
m(C 1 A)’
gdzie m(C T A) i m(C 1 B) sa ,zawierajace” (,zasahujuce”) albo ,kinema-
tyczne miary” przecig¢ C 1 AiC T B (por. [7]). W przypadku sondy punktowej
(rys. 3) to prawdopodobienstwo jest réwne

P(A1B|C1A)=

v(B)
S(4)’ (1)

gdzie v jest miarg zbioru (dlugoécia, polem, objetoscia, ogdlnie: miarg Lebes-
gue'a).

P(CT1BIC1TA) =

Rysunek 3. Dziedzina A, jej podzbiér B i punktowa sonda C

Zasadniczym problemem prawdopodobienstwa geometrycznego jest popra-
wna parametryzacja zadania, ktéra jest odpowiednim iloSciowym opisem wza-
jemnych pozycji trafiajacej albo mijajacej (sonda C) i trafianego albo mijanego
(obiekt B) zbioru. Aby uzyskaé jednoznaczne wyniki, ta parametryzacja musi
by¢ niezmiennicza wzgledem grupy przeksztalceni euklidesowskich zawieraja-
cych translacje o wektor (zmiana poczatku), obroty (prostokatna transformacja
wspélrzednych) i symetrie osiowe. Te wlasnosé musza mieé¢ takze odpowiednie
miary zbioréw A,B,C, C T B, C T A itd. Te miary musza byé zarazem nie-
ujemne, monotoniczne albo ciagle i addytywne. Takimi miarami sg na przyklad
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dlugoéé (dtugoséé odcinka na prostej albo tuku krzywej), pole powierzchni (pole
plaskiej figury, powierzchnia bryly), objetosé, a takze dlugosci krzywej. W ten
spos6b prawdopodobiefistwo geometryczne jest zdefiniowane jako iloraz miary
zbioru przypadkéw sprzyjajacych i miary zbioru wszystkich mozliwych przy-
padkéw, przy czym obie te miary musza byé tego samego typu (dlugosé albo
pole itd.). Oznacza to, ze jesli miara zbioru sprzyjajacych przypadkéw Q' jest
dlugosé L(§Y'), a miarg zbioru Q wszystkich mozliwych przypadkéw jest ob-
jetosé S(Q), to prawdopodobienstwo geometryczne P(Q') = 0. Na przyklad,
prawdopodobienstwo, ze punkt lezy na krzywej B o dowolnej dlugosci i zawar-
tej w kwadracie A jest réwne zero i — co oczywiste — jest niezalezne od tego,
czy rozwazane zbiory sg otwarte czy domkniete (pole kwadratu si¢ nie zmienia,
gdy go rozwazamy bez brzegu).

k. Prawdopodobienstwo geometryczne w historii

Prawdopodobiefistwo geometryczne i przestrzenna statystyka rozwijaly sie
wolniej i z wigkszymi trudnosciami niz prawdopodobienistwo klasyczne i staty-
styka zdarzen, ktére daja si¢ opisywac liczbowo.

Poczatkéw rachunku prawdopodobiefistwa jako wiedzy empirycznej mozna
si¢ doszuka¢ w grach, z ktérych najstarsza dotyczy rzutéw kostkami. ,Dok-
tryna przypadku” jako matematycznej dyscypliny datuje si¢ od korespondencji
miedzy Pierre’em Fermatem a Blaise’em Pascalem (1645), w ktérej rozwiazy-
wali problem sprawiedliwego podzialu stawki w grze przed jej zakonczeniem.
Ta korespondencja zostala opublikowana w roku 1664 i za pierwsze znane na-
ukowe rozwazania o prawdopodobiefistwie jest uwazany esej De Ratiociniis in
Ludo Alea Christiana Huygensa (opublikowany w roku 1657). Powazne dysputy
o prawdopodobienistwie przedstawiono w stawnej pracy Ars Conjectandi Jakoba
Bernoullego opublikowanej poSmiertnie w 1713 w Essay d’Analyse sut les Jeuz
de Hayard (1708, 1713) przez Pierre’a Rémonda de Montmorta, a szczegdlnie
w pracy The Doctrine of Chances (1718) Abrahama de Moivre.

Poczatki prawdopodobienstwa geometrycznego byly zwigzane z grami. Za
twoérce prawdopodobienstwa geometrycznego uznawany jest francuski uczony
de Buffon. Jego podanie z roku 1733 o przyjecie do Académie Royale des Scien-
ces w Paryzu zostalo poparte artykutem Mémoire sur le Jeu de franc-carreau,
ktéry pomédglt mu uzyskaé¢ czlonkowstwo akademii na stanowisku mlodszego
czlonka. W roku 1777 Buffon wlaczyl ten artykul do swej pracy Supplément
d I’Historie Naturelle. Tam proponuje on i rozwigzuje (nie zawsze poprawnie)
cztery problemy sformulowane w kontekscie gier losowych:

— zadanie o igle,
— zadanie o siatce,
— zadanie o kostce,

— zadanie o pokrywaniv kafelkams.
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e Pierwszy problem, zwany zadaniem Buffona o igle (Buffon’s needle problem),
jest uwazany za podstawowy problem prawdopodobiefstwa geometrycznego.
W tym problemie chodzi o prawdopodobiefistwo, ze pret S o dlugosci s rzucony
losowo na podloge pokryts deskami o szerokosci d (d > s) przetnie prosta
rozdzielajacg deski. W istocie chodzi tu nie o igle, ale o ,nieskoniczenie cienki
pret”, a wiec o odcinek jako obiekt $wiata matematycznej abstrakcji oraz nie o
deski, ale o pek D prostych réwnoleglych i odleglych wzajemnie od siebie o d
(d > s). Matematyczne zadanie dotyczy wiec prawdopodobiefistwa, ze rzucony
losowo odcinek przetnie jedng z prostych tego peku.

W rozwigzaniu zadania P(S 1 D) = 2%" pojawia si¢ po raz pierwszy liczba
7 jako miara wszystkich kierunkéw preta rzuconych losowo na podloge po-
krytg deskami. Jesli znane sg poczatkowe zmienne (dlugosci preta s, szerokossé
drewnianej deski d), to opisany eksperyment Buffona mozna wykorzysta¢ do
oszacowania liczby .

o W zadaniu o siatce (grid problem) jest mowa o precie o dlugosci s rzucanym
na prostokatng siatke, przy czym chodzi o znalezienie prawdopodobienstwa, ze
pret przetnie co najmniej jeden z bokéw prostokata?.

o Problem kostki (cube problem) wiaze si¢ z rzucaniem szeScianu na prosto-
katng siatke i dotyczy prawdopodobiefistwa, ze szeScian (faktycznie, jedna z
jego kwadratowych §cian) przetnie boki prostokata. Wigcej szczegbiéw doty-
czacych zadania o pokrywaniu dachéwkami podamy w dalszej czeSci pracy.

e W 1865 angielski matematyk James Joseph Sylvester sformulowal problem
znajdowania prawdopodobienstwa, ze cztery losowo wybrane punkty wnetrza
figury wypuklej utworza wypukly czworokat. Problem ten znany jest jako Sy-
lvester paradoz Four-Point Problem. Rozwiazanie zadania zalezy od ksztaltu
figury, prawdopodobiefistwo to jest maksymalne w przypadku elipsy (0.71),
a minimalne w przypadku tréjkata (0.67).

¢ Kolejnym problemem w historii prawdopodobienstwa geometrycznego jest
tzw. paradoks Bertranda (Bertrand’s paradoz albo Bertrand’s problem). Nazwa
pochodzi od francuskiego matematyka Josepha Louisa Bertranda, ktéry opubli-
kowal ten paradoks w 1889. Problem dotyczy prawdopodobienstwa, ze ,losowo
wybrana cieciwa” okregu bedzie dluzsza od boku tréjkata réwnobocznego wpi-
sanego w ten okrag.

1

Sa trzy réine rozwigzania problemu Bertranda (1, § i 3), w zaleznoéci
od interpretacji zwrotu ,losowo wybrana cieciwa”. Potrzeba jednoznacznej pa-
rametryzacji byla w owym czasie rozumiana jako paradoks. Jest oczywiste, ze
tylko jedna odpowiedz spelnia warunki niezmienniczoéci i poprawna odpowiedz

to %, parametryzacja kolejnych dwoch mozliwych (a blednych) rozwiazaf nie

2Rozwigzanie tego zadania zaproponowane przez Buffona bylo bledne; poprawne roz-
wiazanie podal péiniej Pierre Simon de Laplace w swojej pracy Théorie Analytique des
Probabilités, opublikowanej w roku 1812 bez jakichkolwiek odniesiefi do Buffona.
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jest niezmiennicza wzgledem grupy przeksztalcen euklidesowych.

Szczegdlowe informacje o zadaniu Buffona o igle (np. uogélnienie problemu
ze wzgledu na dlugosé igly) mozna znalezé w [10].

W dziewig¢tnastym wieku nastapil znaczny postep w rozwoju pojecia praw-
dopodobiefstwa geometrycznego (ukierunkowany na istotg rozwazanych zbio-
réw) na poziomie intuicyjnym.

Paradoks Bertranda ujawnil koniecznos$¢ rozstrzygniecia problemu liczby
swlasciwych” miar. W roku 1877 Henri Poincaré, zgodnie z programem z Er-
langen Felixa Kleina zasugerowal, ze ,wlasciwe” miary dla probleméw proba-
bilistycznych musza by¢ niezmiennicze wzgledem przeksztalcen euklidesowych.

W poczatku drugiej polowy dwudziestego wieku zaczela si¢ rozwijaé geo-
metria rézniczkowa®, ktéra sformutowata problem liczby ,poprawnych” i wla-
$ciwych miar. Znanymi twércami geometrii rézniczkowej i jej wykorzystania
do prawdopodobienstwa geometrycznego sa Wilhelm J. E. Blaschke i Louis A.
Santalé. Ich wklad i wyniki sg wykorzystane do problemu miar niezmienni-
czych i stosownych gestosci. Wiecej informacji o geometrii rézniczkowej mozna
znalezé w publikacjach: [1}, [3] i [7].

Prawdopodobienstwo geometryczne w swoich poczatkach bylo zwigzane
z grami; jednak bardzo wczesnie zaczeto je uzywaé do rozwigzywania proble-
moéw praktycznych zwigzanych z krystalografia, z metalografia, biologia, ekolo-
gia itp.

5. Zadanie Buffona o parkiecie

Ze wspomnianych historycznych probleméw zwigzanych z prawdopodobien-
stwem geometrycznym oméwimy zadanie Buffona o parkiecie i zaprezentujemy
rozwiazanie jednej z jego wersji.

o Zadanie Buffona o parkiecie (Buffon’s tile problem, Buffon’s coin problem,
albo Buffon’s problem of squares) jest jednym z ciekawszych zadan dotyczacych
prawdopodobiefistwa geometrycznego. Problem dotyczy szans graczy
w (ulubionej przez arystokracj¢ w okresie Renesansu) grze franc-carreau,
w ktérej rzucalo sie moneta na podloge pokryta identycznymi plytkami (ka-
felkami). Jeden z graczy zwycigza, gdy moneta padnie na plytke (moneta nie
przetnie szpar migdzy plytkami), drugi gracz zwycigza, gdy moneta legnie na
dwdch kafelkach (moneta przetnie zbiér szpar miedzy ptytkami).

W pracy Mémoire sur le Jeu de franc-carreau Buffon rozwazal plytki
w ksztalcie kwadratu, tréjkata réwnobocznego, rombu i szeSciokata foremnego*
(rys. 4) i podal wlasciwe prawdopodobiefistwo dwéch zdarzen:

3 Geometria rézniczkowa (integral geometry) jest teoria niezmienniczych miar obiektéw
geometrycznych, ktére sa podzbiorami przestrzeni euklidesowej (np. punktéw, prostych,
bryl).

4Plytka moze by¢ kazdy wielokat pokrywajacy plaszczyzne bez luk i przecied.
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brzeg monety OC przetnie system szpar,
brzeg monety 8C przetnie brzeg plytki 0T,
dC N AT = P albo OC N AT # O (por. [4]).

[ ][]/
[ [ ][]
[ ][]
[/ ][]

NN
JAVAVAVAVAN
JAVAVAVAN

Rysunek 4. Plytki podlogi w pracy Buffona Mémoire sur le jeu de franc-carreau

Jest oczywiste, ze mozna szczegdlowiej opisywaé i analizowaé przypadki
przeciecia sie zbioru szpar z monetg.

¢ Rozwazmy przyklad podlogi, ktérej plytki sa tréjkatami réwnobocznymi.
Zalézmy, ze okragla moneta o érednicy d bedzie rzucana na podloge wypelniong
réwnobocznymi tréjkatami T o boku a i polu v(T) = %@, przy czym a > d,
a szpary miedzy plytkami (brzeg plytek) sg odcinkami. Niech ¢ = g. Zgodnie
z przyjetymi w §3 zalozeniami, dziedzina jest trojkat T (OT jest jego brzegiem)
a poszczegblnymi jego cze$ciami sg podzbiory T”,T”,T" i Z (por. rys. 5).
Polozenie monety (sondy) C jest okreSlone (sparametryzowane) polozeniem
jej sérodka; OC jest brzegiem sondy (por. [9]). Zamiast dwoich rezultatéw ze
wspomnianego artykulu Buffona — ,,przecigcie” (trafienie) albo,nieprzeciecie”
(nietrafienie) — mozemy rozwazaé pieé sytuacji w zaleznosci od liczby punktéw
przecigcia (0C N 8T), oznaczonej znakiem #.



0 prawdopodobiefistwie geometrycznym 25

Rysunek 5. Podzial réwnobocznego tréjkata

1) Srodek monety S lezy we wnetrzu tréjkata réwnobocznego T, ale brzeg mo-
nety OC nie przecina brzegu tréjkata (0 N 0T = 0), jesli srodek monety lezy
we wnetrzu réwnobocznego tréjkata T' o boku (a — v/3d); jego pole wynosi

v(T') = Mﬁ. Korzystajac z réwnania (1) dostajemy, ze prawdopodo-
‘biehstwo tej sytuacji jest réwne

v(T’ a— 2

P(0) = P(#(dC NT) = 0) = X3 = =¥34" _ (1 — /3q)”.
2) Przecigcie brzegu monety i brzegu tréjkata jest zbiorem dwéch punktéw, jesli
érodek monety S lezy w jednym z trzech trapezéw Z o podstawach (a — 243@),
(a — V/3d) i wysokosci g; calkowite ich pole jest réwne

3u(Z) = (6a — 5v/3d) 9.

Prawdopodobienstwo tej sytuacji jest réwne

P(2) = P(#(8CNAT) = 2) = (2v/3a - 5d) % = (2v3 - 59)q.
3) Przecigciem brzegu monety i brzegu tréjkata sa doktadnie cztery punkty, jesli

$rodek monety S lezy w jednym z trzech zaciemnionych (na rys. 5) tréjkatéw
réwnobocznych T o wysokosci %; suma pdl tych tréjkatéw jest réwna

3V(T”) = [id—’.
Prawdopodobiefstwo tej sytuacji jest réwne
P(4) = P(#(8C NOT) = 4) = & = &2,

4) Przecigcie brzegu monety i brzegu tréjkata jest zbiorem dokladnie szesciu
punktéw, jesli srodek monety S lezy w jednym z trzech réwnobocznych tréj-
katéw T"”, do ktérych nalezy jeden z wierzchotkéw tréjkata T i majacych wy-
sokosé ‘5’; suma ich pél jest réwna 3v(T"") = 3@. Prawdopodobiefistwo tej
sytuacji wynosi
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P(6) = P(#(8CNAT) =6) = & = ¢%.

5) Moneta styka si¢ z brzegiem tréjkata tylko w jednym punkcie, jesli érodek
monety S lezy na brzegu réwnobocznego tréjkata T'. Prawdopodobiefistwo tej
sytuacji jest réwne

P(1) = P(#(6C NdT) =1) = *¢0) = 0.

Jest oczywiste, ze rozwigzanie tego problemu jest oparte na powtérnym
wykorzystaniu réwnania (1). Dla wartoSci ¢ = 0.2 (tj. Srednica monety jest
pieé razy mniejsza niz bok plytki), stosunki prawdopodobienistw odpowiednich
sytuacji sa nastepujace:

P0): P(1): P(2): P(4): P(6) =0.43:0:0.49:0.04 : 0.04.

W grze franc-carreau szanse gracza, ktéry zwycieza, gdy po upadku moneta
bedzie lezeé¢ w jednej plytce, sa mniejsze (P(0) = 0.43) niz szansa gracza, ktéry
zwycieza, gdy moneta przetnie szparg miedzy plytkami (1 — P(0) = 0.57).

W przypadku gry, w ktérej rzuca sie monete na ptytki kwadratowe, liczba
punktéw przeciecia si¢ monety z plytkami wynosi: 0, 1, 2, 3 albo 4, stosunki
prawdopodobienstw odpowiednich sytuacji (gdy ¢ = 0.2) sa nastepujace:

P(0): P(1): P(2): P(3): P(4) = (1—¢)?:0:2q(1 —q): 0: ¢?
=064:0:0.32:0:0.04.

Prawdopodobiefistwo tego, ze moneta upadnie na plytke (nie przetnie Zad-
nej szpary) jest wieksze (P(0) = 0.64) niz prawdopodobiefistwo, Ze moneta
przetnie plytke (1 — P(0) = 0.36). Podobne rozumowanie mozna zastosowaé
w przypadku plytek majacych ksztalt innych wielokatéw (np. prawidlowe
i nieprawidlowe figury pokrywajace plaszczyzne bez szczelin i bez nakladania
sie na siebie, prostokat o wysokosci h i szerokoéci w itd.).

6. Estymacja pola zbioru i dtugosci krzywej

Rozwigzanie zadania Buffona o parkiecie mozna wykorzystaé do oszacowa-
nia pola figury plaskie;j.

Rozwazmy nastepujaca, bardziej ogélna sytuacje, w ktérej punktowa sonda
C jest rzucana na zbiér A o znanym polu v(A), zawierajacy inny (niekoniecznie
ciggly) zbiér B C A (rysunek 6). Jesli rzucimy losowo N punktéw na zbiér A,
z ktérych n trafi do zbioru B, to mozemy aproksymowaé

P(#(C 1 BICT 4) =0) = 42
za pomocg ilorazu §;. Otrzymujemy wigc oszacowanie

[v(B)) = (%)v(A).
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Rysunek 6. Oszacowanie pola figury B

Punkty rozmieszczane réwnomiernie losowo w przestrzeni maja tendencje
do skupiania sig, co zwigksza wariancje oceny. Z tego powodu czesto uzywa si¢
réwnomiernej kwadratowej kraty. Jesli a jest bokiem kwadratu (stala kratowa)
i n jest liczba punktéw kraty zawierajacych zbiér B, to dostajemy oszacowanie

[v(B)] = na®.

Uogélnienie zadania Buffona o igle mozna wykorzysta¢ do szacowania dlu-
gosci krzywej [L]. Pierwotny problem dotyczy sytuacji, w ktérej pret S (odci-
nek) o dlugosci s jest rzucany losowo na zbiér D prostych réwnoleglych i réw-
noodleglych od siebie, gdzie d jest ich odlegloscia, przy czym s < d. Gléwnym
obiektem zainteresowania jest sytuacja, gdy pret (odcinek) S przetnie prosta
z rodziny D. Prawdopodobiefistwo, ze tak sie stanie jest rtéwne P(S T D) = :—;.
Poprzez rzucanie losowo N odcinkéw, z ktérych n obejmie system D, mozemy
aproksymowaé¢ P(S T D) za pomocy ilorazu §;. Oznaczajac % jako intensyw-
no$é (natezenie) dlugosci L4 systemu D (Srednia dlugo$é linii tworzacych sys-
tem D na jednostce powierzchni) mozemy traktowaé L4 = 55 jako oszaco-
wanie intensywnosci L 4. Problem mozna zmienié¢ tak, ze dowolna krzywa L
o dlugosci L zostaje zastapiona N odcinkami o dlugosci I (wéwczas L = NI)
a system D jest sonda, n jest liczba punktéw przecigcia (#(D N L)). Wtedy
oszacowaniem dlugosci krzywej L jest

=" =T @)

Zadanie Buffona o igle mozna uogélni¢ na przestrzen tréjwymiarows przez
zastapienie systemu D réwnoleglych prostych systemem réwnoleglych plasz-
czyzn w celu oszacowania dtugosci krzywej przestrzennej £, albo zastapieniem

krzywej £ powierzchnig F w celu uzyskania oszacowania pola powierzchni A(F)
przez wymierzanie przecigcia £ N F (zob. [11] oraz [8]).
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7. Zakohczenie

Jak pokazano w artykule, prawdopodobiefistwo geometryczne pozwala takze
rozwigzywaé problemy, ktére nie majg charakrteru probabilistycznego, choé
w rzeczywistosci takimi sg. Podstawowe problemy tej dziedziny byly prezen-
towane w swojej najprostszej formie i wspomniano o ich mozliwych uprosz-
czeniach. Uogélnienie zadania Buffona o parkiecie moze byé wykorzystane do
szacowania pola dowolnej figury na plaszczyZnie; zadanie Buffona o igle za$
moze byé uogélnione na dwa systemy krzywych na plaszczyznie oraz dla krzy-
wych przestrzennych i powierzchni.
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Appendix

Comte de Buffon (1707-1788), wlasciwe nazwisko Georges Louis Leclerc, byl
francuskim naturalista, ktérego dzialalno$é wptynela na przyszle pokolenia na-
ukowcéw. Imie Buffon pochodzi od malej wioski Buffon niedaleko Montbardu,
ktéra nalezala do jego rodziny. Na poczatku Buffon, spelniajac zyczenia swego
ojca, zaczal studiowaé prawo, jednakze bardziej interesowal si¢ matematyks
i w roku 1728 zaczal studiowaé matematyke, medycyna i botanike. Przetlu-
maczyl, miedzy innymi, pracg Newtona Method of Fluzions and infinite series
(w r. 1740). W roku 1733 Buffon opublikowal prace Mémoire sur le jeu de
franccarreau, w ktérej wprowadzil do teorii prawdopodobiefistwa rachunek réz-
niczkowy i calkowy. Ta praca pomogla mu w wyborach do Académie Royale
de Sciences w 1734.

W roku 1739 Buffon zostal mianowany dozorca krélewskiego ogrodu bo-
tanicznego (Jardin du Roi) w Paryzu. Podczas nastepnych pieciu dekad ten
ogréd botaniczny podwoil swoje zasoby i przeksztalcil si¢ w znaczace naukowo
muzeum i centrum badan.

Za cel swego zycia Buffon uznal publikacje 50-tomowej encyklopedii Histo-
ire naturelle, générale et particuliére. Za jego zycia ukazalo sie jednak tylko 36
toméw (1749-1788), ktére zawieraly cala wiedze o $wiecie przyrody (biologie,
geologie, antropologie i ich fuzje, zob. [5]).
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